Algebra Lineal
Segundo cuatrimestre - 2024
Prictica1
Espacios vectoriales y coordenadas

Espacios vectoriales

Ejercicio 1. Pruebe en cada caso que el conjunto 7 con la suma y el producto por escalares definidos es
un espacio vectorial sobre el cuerpo k.

1) V =k = {(a)en = (a,42,. .., ay,...) : a; € kY7 € N}, el conjunto de todas las sucesiones
de elementos de un cuerpo arbitrario k, con las operaciones

(ﬂz')z’EN + (bz')z’GN = (ﬂz' + bz’)z’ENy
A (a)ien = (Aa;)ien.
11) Dado un conjunto X, V" = P(X) su conjunto de partes, k = Z/2Z, con las operaciones
B+ C := BAC,
0-B:=0, 1-B:=B8B
) 7 =R.o,k = Q, con las operaciones

a®b:=ab,

%@ﬂ:z(/d_.

Ejercicio 2. Sea k un cuerpo y sean V" un k-espacio vectorial, A € ky v € V. Pruebe las siguientes

afirmaciones:
I) 0-v=0p;
) —(-v) = v

1) sid-v=0p,entoncesA =00v=0p;
v) =0y =0p.
Ejercicio 3 (Traslaciones). Dado un vector v € R?, la traslacion en v es la funcién
f:R*—R?
(%) = (%) +o

1) Interprete geométricamente el efecto de £, sobre el plano.



11) Pruebe que R es un R-espacio vectorial con la suma +(51 y el producto por escalares - (51) defi-
nidos de la siguiente forma:
(%) +on (,)) =(x+x' =2,y+)y - 1)
r “(2,1) (x;)’) = V(x_ 2})’ - 1) + (21 1)

Denotaremos R%Z ) & este espacio vectorial, para distinguirlo de R? con la suma y el producto

usual. La eleccién de notacidn se basa en que (2, 1) resulta el neutro de la suma +(, ).
111) Interprete geométricamente +(51) ¥ *(2,1), teniendo en cuenta que

(%) +21) (x',)") = fo (f(—2,—1) (%) +f(-2-1) (X',)")),
7 (2,1) (X;)') f(2,1)(}’ 'f(—z,—l)(x,y))-

Ejercicio 4. Encuentre un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la suma y para la resta pero
no para la multiplicacién por escalares, y otro subconjunto que sea cerrado para la multiplicacién por
escalares pero no para la suma.

Ejercicio 5. Para cada k-espacio vectorial 7, decida cudles de los siguientes subconjuntos son subespa-
cios.

) k=Ryk=C; V' =C, 8 ={a-7:a€R}.
1) k un cuerpo arbitrario, ¥ = k[X], 5, = {f € K[X] : £(1) = 0}.
m) k=R, V=R S = {f € C(R) : [ f(x)dx = O}
v) k=R, ¥ = C(R),S; = {f € C°(R) : f”/ +3f" = 0}.
v) k=R, V = R%Z,l)’Ss ={(x) € R%z,n cx+y =3}
vi) kun cuerpoarbitrario, V7 =k, S5 = {(4,);en € k" : existe £ € N tal que 2, = 0 para todo r > k}.
vir) kun cuerpo arbitrario, V' = kN, S = {(a)ien €KY 1 4y - ap = 0.

Ejercicio 6. Sean k un cuerpo, V" un espacio vectorial y S'y 7" dos subespacios de V. Pruebe que SU T’
es un subespacio de V'siysolosiS € ToT C S.

Ejercicio 7. Encuentre un sistema de generadores para los siguientes k-espacios vectoriales:
1) kun cuerpo arbitrario,z € Ny V' =k, [X] := {f € k[X] : f =06 gr(f) < n}.

n) k=R, V =C".

)
m) k=R, V" ={(x2) € R3:x+y—z:O, x—y=0}
) k=Z/7Z,V ={(xy,2) € (Z/7Z)® : x+ 2y + 2 = 0}.
V)k=QV={4e€Q¥3:4=-4}.

vi) k=R, ¥ = {f e Re[X] : F(1) = 0, £(2) =f(3)}.



viD) k=R, V = {(ap)nen €RY 12, =0V: > 5, a1+ 245 —a3 =0, a, + a4 = 0}.
vin) k=R, V' ={f € C*(R) : /" = 0}.
Ejercicio 8. Decida cuiles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas.
1) Seakun cuerpoy V" un k-espacio vectorial. Dadosv,w € V'yd €k, (v, w) = (v, w+ 1 -v).
11) Sean vy, va, 03, v4, w € R7. Si (v1, v2, w) = (v3, v4, w),entonces (vy, v2) = (v3, v4).
Ejercicio 9. SeaS = ((1,-1,2,1),(3,1,0,-1), (1,1, -1, 1)) C R*,
1) Determinesi (2,1,3,5) € S.
11) DeterminesiS C {x € R* : x; —x, — x3 = 0}.
11) Determinesi {x € R* : x; —x, —x3 = 0} C S.

Ejercicio 10. En cada caso, dados 7 un k-espacio vectorial y S, 7" subespacios de V7, halle un sistema de

generadores para.S N 7.
) k=R, V=R35={((113),(135),(612,24)) T = ((1,1,0), (3,2,1)).
n) k=R, V=R¥3 §={4 e R¥3: 4 =4}, T = {(xj)15,4j<3 : ¥1 + 212 + 213 = 0}
m) k=R, V=R[X],S={f eR[X] : f(1) =0}, T = (1L, X, X?, X3 + 2X* - X, X°).

Ejercicio 11. Para cada uno de los siguientes k-espacios vectoriales 7, decida si el conjunto de vectores

X C V eslinealmente independiente sobre k.
1) kun cuerpo arbitrario, V" = k[X],X = {(1-X)3, 1-X)*, 1-X, 1}.
n) k=Q,V=0%X={(1L4-13),(21-3-1),(0,21,-5)}
m) k=Ryk=C,V=C*, X ={(1-417), (2,-1+i)}.
) k=R, V =R¥ X = {¢,idr}.
v) k=R, V =R® X = {sen(x), cos(x)}.
v1) kun cuerpo arbitario, z > 2, V = k""", y,dadad € V,X = {In,A,Az,AZ’,...,A”Z_I}.

Ejercicio 12. En cada uno de los siguientes casos, halle todos los # € R para los cuales el conjunto X
resulte R-linealmente independiente.

1) {(£1,0), (3,-1,2), (k2,-2)} c R3.
u) {kX?+X, X2 -k, *X} Cc R[X].

1 k\ (k 1\ (0 0 «
o4 2 Yo

Ejercicio 13. Sean vy,...,v, € R”. Pruebe que {vy,..., v,} es un conjunto linealmente independiente
sobre R si y solo si visto como subconjunto de C” es linealmente independiente sobre C.



Ejercicio 14. Seann € Ny {ej,..., ¢,} la base canénica de R”. Pruebe que {ey,..., ¢y, tey, ..., 7e,} es
una base de C” como R-espacio vectorial. ;Cudl es la dimensién de C” como R-espacio vectorial?

Ejercicio 15. Complete los siguientes conjuntos linealmente independientes a una base del k-espacio
vectorial J indicado:

D k=R V=R,S={(1111), (0,21,1)};

m) k=R, V =R3[X], {X> -2X +1, X3 +3X};

11 0 7 0 2
_ _(2X2 ¢ _ .
n) k=C,V=C ’S_{(z' 1),(1 1),(1 1)},

1v) k=R, VyS como en el item anterior.

Ejercicio 16. Para cada uno de los siguientes k-espacios vectoriales 7/, extraiga una base del subespacio
S a partir del sistema de generadores dado.

D k=R, V=RS5=(112), (1,3,5), (1,1, 4), (511)).

m k=R, V=R[X],S=(X?+2X+1, X>+3X +1, X +2).

e-ercma ({6 )

1v) k=R, Vy.S como en el item anterior.
Ejercicio r7. Halle una base y la dimensién de los siguientes k-espacios vectoriales:
D) k=R, V={feR[X]:f=06g(f) <3 f(2) =f(-1}.
n) k=R, V={feR[X] : f=06gr(f) <3, fesunmultiplo de (x* — 2)}.
1) k un cuerpo arbitario, V' = {(4,),en € KN g = a; Vi, j € N}
Ejercicio 18. Halle la dimensién del R-espacio vectorial S para cada £ € R en los siguientes casos:

1) S=(1LAk1), (-LAk1), (0,1,k) cR.

1 -k -1
1m) S={xe€R?: Ax=0},siendod =|-1 1 k| e R¥S,
1 k k-2

Ejercicio 19. Consideremos los siguientes subespacios de R*:
S=((1,210),(2L01), T={xeR*:x—3x,—2x; =0}
Halle un subespacio U € R* talque dimU =2ySN7T c U c T.

Ejercicio 20. Determine todoslos % € R paralos cuales se tienen las siguientes igualdades de subespacios
3
enR’:

1) ((=2,1,6),(3,0,-8)) = (1, 4 2k), (=1, =1, &* = 2), (1, 1, k)).



n) SNT ={(0,11),siendoS={x €R3: 0 +x —x3 =0}y T = (L 4 2), (-1, 2,k)).

Ejercicio 21. Para cada uno de los siguientes R-espacios vectoriales V' y subespacios S'y 7', caracterice
S+ T C V ydetermine si la suma es directa.

1) V=R,S=(111),T=(2-11),(30,2)).
) V=R[X]LS={feR[X]: f=06gr(f) <3}, T ={f € R[X] : mult(4f) > 4}.
III) V= R2X3,S = {A € R¥3 ., An + A =0, 3455 — 24y = A3 +A23},
(2 0 3) (2 30
S\2 -1 1) \=2 2 1))
Ejercicio 22. Seank un cuerpoyn € N.
1) Pruebe que los siguientes conjuntos son subespacios de k> y calcule su dimension.

a) Sy ={4 e K" : 4 = A"}, las matrices simétricas;

b) S5 = {4 e K" : 4 = —A"}, las matrices antisimétricas;

d) Si={4dek™” : A;=0sii#jy Ay =A== Ay}, las matrices escalares;

)

)

c) S3={4 ek : A; =0 si ¢ # j}, las matrices diagonales;

)
e) Ss ={4 e k™" : tr(A4) = 0}.

11) Pruebe que:

a) S108, =k"™"si2# 0enk.
b) S, &S5 =k™"sikesQ,RoC.

Ejercicio 23. Para cada uno de los siguientes k-espacios vectoriales /" junto con subespacios S, halle un
subespacio 7" de V" tal que S @ T" = V. El subespacio T se dice un complemento de S.

) k=R, V=R*S=((1,2-13), (2,3,-2,1), (0,1,0,7)).
n) k=R, V =R4[X],5 = (3,1+X?).
m) k=R, V=R"",§={4 € R"”*" : tr(4) = 0}.
Ejercicio 24. Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

1) si Sy 7 son dos subespacios de R? tales que dim S = dim 7" = 2, entonces existe v # 0 tal que
veSNT;

11) siS, 7'y W son subespacios de R tales que dim§ = dim 7" = dim I = 4, entonces
dm(SNTNW) > 1.

Ejercicio 25. Sean S, 7'y U subespacios de un k-espacio vectorial /" talesque SNT = SNU,S+T = S+U
yT C U.Pruebeque 7' = U.

Ejercicio 26 (Hiperplanos). Sea /" un k-espacio vectorial de dimensién 7 y sea 7" un hiperplano de V,
es decir, un subespacio de dimensién 7 — 1.



1) Pruebe que paratodov & T setieneque 7@ (v) = V.
11) Dado un subespacio S de V' tal que S € T', pruebe que S + 7" = V. Calcule dim(S' N 7).

11) Dados Sy 7" dos hiperplanos distintos, calcule dim (S N 7°).
Fjercicio 27. Sea V' = R¥ el R-espacio vectorial de funciones f : R — R.

1) ConsideremosS ={f € V : f(—x) =f(x) Vx e R}y T ={f € V" : f(—x) = —f(x) Vx € R}
los conjuntos de funciones pares e impares respectivamente. Pruebe que S'y 7" son subespacios de
VyqueSeT=17V.

11) Pruebe que los conjuntos U = {f € V : f(0) = 0}y W = {f € V' : f esconstante} son
subespacios de V' talesque U @ W = 1.

Coordenadas
Ejercicio 28. Para cada uno de los siguientes R-espacios vectoriales /7, halle las coordenadas de v €
respecto de la base B.
1) V=R,0=(1,2-1)yB={(12-1),(0,11),(0,0,2)}.
n) V=R3[X],v=2X>-X3yB={3,1+X, X*+5, X°> + X?}.

i L R A A e

az axy
Ejercicio 29. Para cada uno de los siguientes R-espacios vectoriales /"y bases B, B, calcule la matriz de
cambio de base C(B, B').

I) V = R?), B = {(L 11 0)) (0) 11 1)1 (L 0; 1)}: B’ = {(_1) 1) 1)) (21 O) 1)) (1) _L 3)}
n) V=Ry[X],B={3,1+X, X*},B ={1, X+3, X?+X}.
1) V =R4 B ={v, v, 0304}, B = {03, 01, 04 02 }.

Ejercicio 30. Para cada respectivo {tem del Ejercicio 29 y v € ¥ dado, halle las coordenadas de v respecto
de By —utilizando la matriz de cambio de base- las coordenadas de v respecto de 5.

1) v=(-L56).
m) v=2X.
1) v = 2uv; + 30 — Svz + 7v4.

Ejercicio 31. Sean k un cuerpo y 7 un k-espacio vectorial de dimensién » € N. Dadas bases B, B" y B”
de V, pruebe que C(B,B”) = C(B', B”)C(B, B’). Deduzca que C(B, B’) es una matriz inversible con
C(B,B)'=C(B,B).
1 01
Ejercicio 32. Seakun cuerpo.DadaM =|1 1 1|€k**3yB = {1}, vy, v3} unabase de dek?, halle:
0 1 1

1) una base B de k> tal que M = C(By, B);
11) una base B; de k tal que M = C(B, B,).



