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Practica 7: Modulos

En cada uno de los siguientes casos, verificar que la accién del anillo A sobre el grupo abeliano
M define en M una estructura de A-modulo a izquierda.

(@) A=M,(R), M =R", a-m:=a-m" (producto usual de matrices).
(b) A= R[X], M= ]Rn: p- (X],X2, e an) = (p(l)xlxp(z)XZJ LR 9p(n)xn)'
Izl Sean A un anillo y M un A-médulo a izquierda.

(a) Probar que el conjunto Ann(M) ={a € A:am =0 (Ym € M)} es un ideal a izquierda
de A. Si Ann(M) = 0, decimos que M es un A-mddulo fiel.

(b) Determinar cuales de los A-mddulos del ejercicio anterior son fieles.

Sean Ay B dos anillos, M un B-médulo y ¢ : A — B un morfismo de anillos. Probar que la
accion a - m := p(a) - m define sobre M una estructura de A-mddulo.

Sean V y W dos Q-médulos y f : V — W una funcidén. Probar que f es un morfismo de
Q@Q-modulos si y sélo si es un morfismo de grupos.

Sean A un anillo y N, M dos A-médulos.
(a) Mostrar que Hom,(M,N) es un grupo abeliano con suma dada por
(f +&)(m) :=f(m)+g(m),  (Vf, g € Homy(M,N),m € M).
(b) Sea Z(A) el centro de A. Definimos una operacién
Z(A) x Homy(M,N) — Hom,(M,N)
poniendo
(a-f)(m)=f(am), (Vf €e Homuy(M,N), a€ Z(A), me M).

Mostrar que esto hace de Homy(M,N) un Z(A)-médulo.

|E| En cada uno de los siguientes casos, determinar si S es un submddulo del A-médulo M.

(@) A=R,M=C, S =Ri.

(b) Aun anillo cualquiera, M =A", S = {(a;y,a,,...,a,) €M :a; +ay+...+a, =0}.
© A=k, M =k[X],S={f €k[X]:f =00gr(f) <n}.

(d) A=k[X],M =k[X],S={f €k[X]:f =00 gr(f) <n}.

(&) A=k[X],M =k[X],S={f €k[X]:f =00gr(f)=n}.

Caracterizar, en cada uno de los siguientes casos, el A-médulo cociente M /S.

(@ M=A",S={(a;,as,...,a,) EM :a; +a, +...+a, =0}.
(b) M=AX],S={feM:f(1)=0}.
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Probar que un A-médulo es finitamente generado si y sélo si es isomorfo a un cociente de A"
para algin n € N.

IE| Probar que Q@ no es un Z-modulo libre.

Sean A un anillo conmutativo y S C A multiplicativamente cerrado. Dado un grupo abeliano
M, probar que M admite una estructura de Ag-médulo si y sélo si admite una estructura de
A-médulo tal que para todo s € S, la funcién u, : m — s - m es un isomorfismo.



