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Practica 5: Anillos

Sea Z[i] = {a + bi : a, b € Z}. Verificar que Z[i] es un subanillo de C. ¢{Es un cuerpo?

Izl Sea A un anilloy n € N.

(a) Verificar que M, (A), las matrices de n x n con entradas en A, forman un anillo con las
operaciones de suma y producto usuales de matrices.

(b) Probar que el centro de este anillo estd formado por las matrices de la forma a - Id con
a € A (se llaman matrices escalares).

Sean A un anillo y X un conjunto no vacio. Denotamos AX = {f: X — A | f es funcién}.
Probar que AX es un anillo con las operaciones definidas por

(f+8)x):=f(x)+g(x),  (f-g)x):=f(x)- g(x).

Sea €[0,1]={f :[0,1] > R | f es continua}.

(a) Probar que %[0, 1] es un subanillo de R(%,

(b) Hallar las unidades y los divisores de cero de este anillo.

Sea G un grupo abeliano y sea A= End(G). Verificar que (A, +,0) es un anillo, donde + es la
suma de funciones punto a punto y o es la composicion.

oo
|E| Dado un anillo A se define A[X ]| como el conjunto de las series formales Z a,X" cona, €A
n=0
para todo n € N.
(a) Verificar que A[X ] es un anillo con las siguientes operaciones:
o0 oo oo
ZanX” + Z b, X" := Z(an +b,)X",
n=0 n=0 n=0
o o oo
(Sjoucr) (Smr) = Z( ¥ aibj)xn.
n=0 n=0 n=0 \\i+j=n
(b) Probar que si A es conmutativo entonces A[X ] también lo es.
o
(c) Probar que un elemento Z a,X" es una unidad de A[X ] si y s6lo si a, es una unidad
n=0

de A.

Sean A un anillo y a, b, c € A tales que ab = ca = 1. Probar que b = c. (En otras palabras, si
un elemento es inversible a izquierda y a derecha, entonces estos inversos coinciden.)

Sean A un anillo y a € A. Probar que si existe n € N tal que a” es unidad, entonces a es
unidad.
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IE| En un anillo A, un elemento a € A se dice nilpotente si existe n € N tal que a™ = 0.

(a) Probar que si a es nilpotente entonces 1 —a es unidad.

(b) Probar que si a,b son elementos nilpotentes tales que ab = ba, entonces a + b es
nilpotente.

Probar que todo dominio integro finito es un cuerpo.

Recordemos que dado un anillo A, siempre existe un tinico morfismo de anillos f : Z — A.
Llamamos caracteristica del anillo A al inico entero no negativo n tal que ker(f) = nZ.

Notar que se puede definir equivalentemente la caracteristica de A como el menor entero
positivon talque 1+...+1=0enA, o 0 en caso de que no exista tal n.
——

n sumandos

(a) Probar que si A tiene caracteristica n > 0, entonces x + ...+ x = 0 para todo x € A.
n sumandos
(b) Probar que si A es un dominio integro entonces la caracteristica de A es 0 o un nimero
primo.

En cada uno de los siguientes casos, decidir si la funciéon dada es un morfismo de anillos.

(a) A anillo, a € A fijo, ¢ : A{X] — A dada por ¢(f) = f(a).
(b) k cuerpo, n > 1 entero, ¢ : M, (k) — k dada por (M) = det(M).
(© ¢:C—C, p(z)=x3.

(a) Probar que para cada anillo A hay a lo sumo un morfismo de anillos de Q en A.
(b) Dar un ejemplo de un anillo A para el cual no hay ningtn morfismo de anillos f : Q — A.
En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe algtin morfismo de anillos f : A — B:

(a) Aun anillo cualquiera, B = M,(A).
() A=17[i], B=R.
(c) A=M,(C), B=C.

Sea p un numero primo. Probar que si A es un anillo conmutativo de caracteristica p entonces
la funcién o : A — A dada por o(x) = x? es un morfismo de anillos.

(a) Probar que el inico morfismo de anillos f : R — R es la identidad.
(b) Hallar todos los morfismos de anillos f : C — C tales que f(R) C R.

Sean A un anillo y G un grupo. Probar que la asignaciéon

hom(Z[G],A) — hom(G, % (A))
f=flg

estd bien definida y es biyectiva. (Notar que el primer hom es de anillos y el segundo es de
grupos.)
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Sean k un cuerpo y n € N.

(a) Dado un subespacio vectorial V C k", consideramos I, el subconjunto de M, (k) for-
mado por todas las matrices cuyas filas pertenecen a V. Probar que I, es un ideal a
izquierda de M, (k).

(b) Probar que todo ideal a izquierda de M,,(k) es de la forma I, para algtin subespacio V
de k™.

Sean A un anilloy n € N.

(a) Dado un ideal bilatero I € A, consideramos M, (I) el subconjunto de las matrices de
M, (A) que tienen todos sus coeficientes en I. Probar que M, (I) es un ideal bilatero
de M,,(A).

(b) Probar que siJ € M,(A) es un ideal bildtero, entonces existe un ideal bilatero I C A tal
que J = M, (I).

(¢) Deducir que si k es un cuerpo entonces el anillo M, (k) es simple, es decir, sus Unicos
ideales bildteros son 0 y M,,(k).

Probar que:

(a) A[X]/(X —1) = A para todo anillo A;
() M, (A)/M,(I) = M, (A/T) para todo anillo A e ideal bilatero I.

Sean A un anillo e I un ideal bildtero de A. Definimos I[X ] como el subconjunto de A[X]

formado por los elementos Z?:o a;X ! tales que a; € [ paratodoi =0,1,...,n (es decir, los
polinomios de A[X ] cuyos coeficientes estan todos en I).

Probar que I[X] es un ideal bilatero de A[X ]y que A[X ]/I[X] = (A/D[X].

Probar que R[X]/(X%—1) no es un cuerpo.



