ALGEBRA II 2D0 CUATRIMESTRE 2024

Practica 2: Grupos - Morfismos y cocientes

Sean G un grupo, X un conjunto y x, € X. Probar que la funcién ev,, : GX — G definida por
ev,,(f) = f(xo) es un morfismo de grupos.

Sean G y A grupos con A abeliano. Probar que Hom(G,A) es un subgrupo de A°.

Sean G un grupoy g € G. Probar que la funcién ¢, : G — G definida por c,(h) = ghg'es
un automorfismo de grupos.

Sea f : G — H un morfismo de grupos.

(a) Probar que f([G,G]) C[H,H].
(b) Deducir que si H es abeliano, entonces [G, G] C ker(f).
(¢) ¢Es cierto en general que f(Z(G)) C Z(H)?

Sea f : G — H un morfismo de grupos y sea g € G un elemento de orden finito. Probar que
el orden de f(g) divide al orden de g.

|E| Sea G un grupo. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) G es abeliano.
(ii) La aplicacion (g,h) € G x G — gh € G es un morfismo de grupos.
(iii) La aplicacién g € G — g~ ! € G es un morfismo de grupos.

(iv) La aplicacién g € G — g2 € G es un morfismo de grupos.
Probar que los siguientes pares de grupos son isomorfos:

(a) G,V Z,. (b) Gy G°P, donde G es cualquier grupo.

En cada uno de los siguientes casos, decidir si los grupos son isomorfos o no.

(@) S3 y Dy (©) Zg v ZyxZy
(b) H y D, (d) Zg y ZyxZs

IE| (a) Probar que la aplicacién ¢ : G — Aut(G) que manda g — c, es un morfismo de grupos.
{Cuales son los elementos de ker(¢)?

(b) Alaimagen de ¢ se la denota Inn(G) (sus elementos se llaman automorfismos interiores
de G). Probar que Inn(G) es un subgrupo normal de Aut(G).

Sea G un grupo. Un subgrupo H C G se dice caracteristico si para cada f € Aut(G) se tiene
que f(H) € H. Probar que:
(a) SiH C G es un subgrupo caracteristico, entonces f (H) = H para todo f € Aut(G).
(b) Los subgrupos Z(G) y [G,G] de G son caracteristicos.

(¢) SiH es un subgrupo caracteristico de G, entonces H es normal en G.
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(d) Siun grupo G posee un tnico subgrupo H de un orden dado, éste es caracteristico.

(e) SiH esun subgrupo caracteristico de G y K es un subgrupo caracteristico de H, entonces

K es un subgrupo caracteristico de G.

Verificar que

es un morfismo de grupos sobreyectivo con ntcleo Z. Concluir que R/Z = S*.

Verificar que:

(@)
®)
(©)
(@)
(e)

exp:R— S, exp(t) = 2™t

C*/Rso = ST

GL,(k)/SL,(k) = k™ para todo cuerpo k y n € N;
$'/G, = S! para todo n € N;

si m | n, entonces G,/G,, = Gy /s

sim | n, entonces D, /(r™) =D,,.

Sea G un grupo. Probar que G/Z(G) = Inn(G).

Sea G un grupo y sean H, K subgrupos normales de G. Sean 7y y g las respectivas proyec-
ciones al cociente.

(a)

(b)
©

Consideremos la funcién f : G —» G/H x G/K dada por f(x) = (my(x), mx(x)). Notar
que es un morfismo de grupos. ¢Cual es su nicleo?

Usando lo anterior probar que existe un monomorfismo )T :G/(HNK)—> G/H x G/K.
Deducir que si G/H y G/K son abelianos y H N K = {1} entonces G es abeliano.

Sea G un grupo.

(a)

b)
©

Mostrar que la funcién ev, : f € Hom(Z,G) — f(1) € G es una biyeccién y que si G es
abeliano entonces es un isomorfismo de grupos.

Describir Hom(Z,,, G) para cada n € N.
Probar que hay un isomorfismo de grupos Hom(Z,, Z,) = Zn.).-

Sea G un grupo.

(a)
®)

©

Probar que G/[G, G] es un grupo abeliano.

Probar que si f : G — K es morfismo de grupos y K es abeliano, entonces existe un
unico morfismo de grupos f : G/[G,G] > K talque f = fomn,donde 7 : G — G/[G, G]
es la proyeccién al cociente.

G%)(H

G/[G,G]

Sea H un subgrupo de G. Probar que son equivalentes:
(i) H contiene a [G, G].
(i) H <G y G/H es abeliano.

Sea G un grupo. Probar que si G/Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.



