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Practica N° 5: Elementos Finitos 1D

Espacios de Sobolev

Ejercicio 1  a) Probar que la funcién definida como h(z) = exp(—1/z?) para z > 0,
h(x) = 0 para = < 0, pertenece a C*°(R).

b) Probar que la funciéon g(z) = h(x — a)h(b—z), a < b es C*°(R) con soporte en [a, b].

c¢) Construir una funcién en C§°(R™) con soporte en una bola o en un intervalo.
Ejercicio 2 a) Sea f € L*(]) tal que [, fg dx =0 Vg € L*(I). Probar que f =0 c.t.p.

b) Sea f € L*(I) tal que [, fg dz = 0 para toda g € C{(I). Probar que f =0 c.t.p.

¢) Sea f e L*(I) tal que [, fg dz =0 para toda g € C§3°(I). Probar que f =0 c.t.p.

Ejercicio 3  a) Demostrar que si f,g € L” son tales que [, f¢/ = — [, g¢ para toda ¢ €
C;(I) entonces g es tnica.

b) Sila f del item previo es derivable entonces f' = g.

Ejercicio 4  a) Dada una funcion ¢ € C§([) tal que [,1 = 1 probar que § = w— ([, w)1 €
CO(I) para todo w € C§(I), ademés [, 6 = 0.

b) Si I = (a,b), sea ¢(z) = [ 0, probar que ¢(z) € C}(I), mas atn ¢ = 6.

¢) Si fen Ly, y [,f¢ =0 paratoda ¢ € Cj(I) entonces f = cte c.t.p. (Sug. tomar ¢

loc
como en el item previo y utilizar el Ejercicio 2).

Ejercicio 5 Sig € L}, (I) tomar ¢ € I cualquiera, y escribir para z € I [ g = v(x), entonces

[;vd' = — [, g¢ para todo ¢ € Cj(I).

Ejercicio 6 Utilizando el ejercicio previo y tomando f y g como en el Ejercicio 3 deducir la
identidad f(z) = f(c) + [ g para casi todo .

Ejercicio 7 Probar que si f € H'(I) entonces || f|loo < C||f]lz1-



Ejercicio 8 Usando el ejercicio previo demostrar que si u € H}(I), con I = (a,b) entonces
u(a) = u(b) = 0. Probar, utilizando este hecho, que para I acotado en R existe una constante

C' (dependiente de |I|) tal que

lullz: < C|llu||p2 Yu € Hy (Desigualdad de Poincaré)

y por ende
lullmioy < Cllw/||lze Yu € Hy

Ejercicio 9 Sea I = (—1,1). Comprobar que:

a) La funcion u(x) = 1(x + |z|) pertencce a W'P(I) para todo 1 < p < ooy que v’ = H,
donde H es la funciéon de Heaviside:

1 s1i O<z<xl1
H(x)_{o si —l<x<0

b) La funcion H ¢ WP para 1 < p < oo.

Ejercicio 10 Sea

1
R T ITE

con 0 <e<1ly (z,y) € Bg(0).

a) Probar que u tiene derivadas generalizadas de primer orden en L'(Bg(0)); u € L?(Bg(0))
pero u no tiene representante continuo en Bg(0).

b) Encontrar los valores de p para los que u € W'?(Bg(0)).
Ejercicio 11  a) Demostrar que la funcion
ue,y) = |In(a? + 7))

estd en [/'(B1) donde By = {(z,y) € R*,2” +y* < st

1
2

b) jPara que valores de a la funcion u(z,y) = |In(z? + y?))|* estd en Hl(B%)?

Concluir que las funciones de H' no son necesariamente acotadas y por ende el resultado
del Ejercicio 7 no se extiende a mas dimensiones.
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Ejercicio 12 Probar que las siguientes formas bilineales son continuas y coercitivas en los
respectivos espacios V

a) V=R" a(u,v) =vAu' con A € R™" A definida positiva.

b) V = L*0,1), a(u,v) = fol u(z)v(z)p(x)dx, con p(x) > 0y continua en [0, 1].
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c) V :[Ofi]l((), 1), a(u,v) = fol (u(x)v(x)py(z)+u'(x)v' () pa(x))dx, con p;(z) > 0y continuas

d) V = Hg(0,1), a(u,v) = fol U (z)v'(z)p(x)dz, p(x) > 0, continua en [0, 1].

e) V. = HY0,1), a(u,v) = fol(u’(x)v/(x)pl(x) + ku'(x)v(z) + u(x)v(z)pa(x))dz con p;
como en los items previos, y k constante suficientemente chico. Es esta forma bilineal
simétrica?

Ejercicio 13 Para los problemas 3 y 5 de la practica anterior

a) Probar que existe una solucion tnica en H}(I) de la formulacién débil.

b) Probar que la solucién débil es suficientemente regular (esto es, que pertenece a C2(I)),
y que proporciona una soluciéon clésica.

Ejercicio 14 Sea I = (0,1) y sean z; tales que 0 = 29 < 27 < -+- < zny_; < zxy = 1 una
particion de I.

_ (1—z)r 0< o<y
Gilw) = { ri(l—2) z; <z<1
G; € H}(0,1) y que Yw € H}(0,1) se tiene que

a) Definimos para cada 1 <i < N — 1, Verificar que

[ 66 as = iy

b) Dada f € L?(0,1) considerar el problema

{ u(O)_z”u(zljf =0

Escribir el problema en forma variacional sobre Hj y dar formulacién aproximada de
Galerkin utilizando el espacio

Vh:{uEHé tal que uw € Pi(I;) paratodo 0 <i< N —1}

e Demostrar que ambos problemas variacionales tienen soluciéon tnica.

e Demostrar que fol (u — up)'v, = 0 para todo v, € V. De aqui y del item previo
concluya que u(x;) = up(x;), i.e, la solucion obtenida numéricamente interpola a
u en los nodos (aqui u;, denota la solucion del problema discreto). Verificar que
efectivamene, en el ejercicio 9 de la practica 4 sucede eso.

c) Hallar la matriz de rigidez (usando las basesde Lagrange).

Ejercicio 15 Demostrar que el problema variacional del ejercicio 14 de la practica anterior
tiene solucion tnica sobre HZ(0,1).

Ejercicio 16 Considerar el problema:

{ —(a(x)u'(x))" + b(x)u' () = f(x) en I = (0,1)
u(0) =u(1) =0

cona € CYI)yb, feC).



a) Plantear la formulacion débil del problema, en un espacio adecuado V.

b) Demostrar que para toda u € V' se tiene que:

1
Null 2y < —=114|| 22y
V2

c) Probar quesia>a >0y

1
blloe < = min a(x
bl < 5 min a(o)
entonces existe una tnica solucién del problema débil.

d) Probar que la solucion débil es también solucién del problema continuo.

Ejercicio 17 Considerar el problema:

{ —u"+pu' =f x€(0,1)
u(0) =u(l) =0

siendo S > 0.
a) Plantear la formulacion débil de este problema, de la forma:
a(u,v) = F(v) Yv eV, (1)
para un espacio adecuado V.

b) Probar que F' y a son continuas, y que si J es suficientemente chico, a es coercitiva.
Concluya existencia y unicidad de soluciéon para el problema débil.

¢) Sea T, una particion unifome del intervalo [0, 1], de parametro h > 0 dada por {z;},
x; = th. Sea

Vi={feC(0,1]): f [zs,@i41] € Pi}.
Considerar el problema discretizado:
a(u,v) = F(v) Yvel, (2)

Si up, € V), es la solucion de (2), y u es la solucion de (1), probar, utilizando el lema de
Cea, que
|lu — upl|gr — 0
h—0

Ejercicio 18 Dada f € L?(0, 1), considere el siguiente problema:

u € C?[0,1]
—u"(z) + au/(z) + u(x) = f(z) 0<z<l1l, a€R
w(0)=4'(1)=0

a) Hallar la forma débil en un espacio adecuado V.



b) Probar que si u € C*([0, 1]) es una solucién débil entonces es solucién clésica del prob-
lema (incluyendo las condiciones de borde).

c¢) Probar que si u € H'(0,1) y u(0) = 0, entonces vale la desigualdad de Poincaré.
d) Probar que si |a| < 2, existe una solucion unica en V' de la formulacion débil.

e) Describir un espacio aproximante V}, C V', adecuado para este problema, y mostrar una
base.

Ejercicio 19 Sea I = (0,1) y k(z) la funcion

ko sizeli=(0,3)
’“(m)—{z@ sicel,=(L1)

29
con ki, ke > 0 constantes. Considerar el problema variacional: Hallar v € H}(I) tal que
/k(m)u'v' dr = /v Yo € Hy(I). (3)
I I

a) Probar que (3) tiene una tnica solucion u.
b) Probar que u es solucion (en sentido clasico) de

(— k(.flf)ul/ =1 en [1 U [2
u(0)=u(1l)=0
1

u continua en r = 3

1) 1(+)
s ) a)

c) Discretizar la ecuacién usando elementos finitos lineales sobre una malla uniforme con
2N intervalos de longitud h = 2LN Hallar la matriz de rigidez y el vector independiente
del sistema resultante de tamano (2N — 1) x (2N —1).

d) Interpretar desde el punto de vista de diferencias finitas como queda impuesta la condi-

cién sobre la derivada de u en x = % en la discretizacion dada en (c).



