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Ejercicio 1. (35 pts) Dado el problema

—u"(x) = f(z)  x€(0,1)
u'(0) = /(1) =0,

con f € L*(0,1) satisfaciendo la condicién de compatibilidad fo z)dx = 0.

a) SeaV ={ve H(0,1) fo v = 0}. Probar que V es un subespacio cerrado de H*(0, 1).
b) Probar que para todo v € V existe una constante positiva C), tal que

vl z20,1) < Collv' [l 2201

c¢) Hallar la formulacién débil en V' y probar que tiene solucién unica.

d) Considerar la particién {xg, z1, 22} = {0,1/2,1}. Para hallar la solucién en V,, = {v €
Vi gm0 € Pi, @ = 0,1} se resuelve primero el problema variacional discreto en
Vi ={v e H'(0,1) : v(0) = 0,0|(4,.0:,,) € P1, i = 0,1}. Sea i, la solucién numérica de
este problema, verificar que la solucién en V}, esta dada por u, = iy, — fo up,

e) Sea f(x) = 2x — 1, calcular la solucién wuy, siguiendo las indicaciones del item previo.

Ejercicio 2. (35 pts) Dado 2 € R? un abierto acotado convexo con frontera poligonal, |I';| > 0,
feL*Q)yge HY(09). Considerar el problema:

—Au+b@+au:f Q

oy
u = Fl
ou

donde a € C(Q), minga > a > 0,b€ C(Q) y ||b]|oe < min{a,1/2}.

a) Plantear el Problema Variacional asociado en un espacio de Hilbert adecuado V' C
H'(Q) y probar que tiene una tinica solucién.
b) Sea T;, una triangulacién regular de Q y sea

Vi={veV vlpr e P(T)VT € T}

Plantear el Problema Variacional Discreto asociado y mostrar que existe unica solucion
de este problema.

c) Sea u solucién del (PV) y uy, la solucién del (PVD). Asumiendo que v € H?(Q)NV con
[ull2@) < CULfllz2@) + 9]l 00)), mostrar que

|l — un|| 1) — 0, para h — 0.

Con que orden lo hace?.
d) Bajo las mismas hipéteis del item previo, si b(x,y) = z(x) y 'y = 092 mostrar, usando
un argumento de dualidad, que existe una constante C' > 0 :

lu — unl|r2(0) < C’h2||u|\H2
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Ejercicio 3. (30 pts) Sea Q = [~1,1] x [0,1] y sean a;; € C1(Q), 1 < 4,5 < 2 que verifican la
condicion de elipticidad:
2
Z ai;(T)xix; > alx* VreQ, VYyxeR)® a>0

,j=1

Se busca una funcién u : Q — R que verifique:

—Z (Ha) fooa=[11]x[0,1]

z]l

u=0 F={(z,0): -1<z<1}

ou
\ n =0 OO\’

a) Plantear la formulacién débil del problema y probar que tiene solucién tnica.

b) Sea
2
Qy = {U U= Zijj(-T)q]'(y) ‘P a4 € PZ}
=0

Considere el rectangulo de referencia Q = [0,1]* y los nodos de la forma que indica la

figura:
nr U Ny
@ o o
ng ngo 022
& o o
ni no ns

i) Probar que si ¢ € Qs es tal que ¢(n;) =0, V1 < j <9, entonces ¢ = 0y, por ende,
el conjunto de nodos es Q,-unisolvente.
ii) Hallar las bases asociadas a los nodos ns y ng .
¢) Considere la particién Q@ = Ry U Ry, con Ry = [—1,0] x [0,1] y Ry = [0,1]%. Explique
como procederfa para obtener las bases de Vj, = {v € V : v|g, € Qs} a partir de las
obtenidas en el rectangulo de referencia.

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS

’ Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen

(*) Para aprobar debe tener un puntaje mayor o igual a 60 pts.



