Probabilidades y Estadistica (M) Practica 8
2° cuatrimestre 2016 Distribuciones condicionales y esperanza condicional

1. a) Sean X e Y variables aleatorias independientes. Probar que si:

i. X ~ Bi(n,p), Y ~Bi(m,p) = X|X+Y =k~ H(m+n,n,k).

A
i X~ PO, Y ~P() = XX +Y =k~ Bi [k, ——
X~ P, Y~ ) = XIX 4 (k)

iii. Hallar E(X|X +Y = k) en los dos casos anteriores.
b) Probar que si X ~P(N\),Y | X =k ~ Bi(k,p) =Y ~ P(\p)
2. Un sefor se va a pescar un fin de semana. La cantidad de peces que pican en el lapso de una
hora sigue una distribucion P(\). Ademas cada pez tiene probabilidad ¢ de zafarse y 1 — g =p

de ser atrapado.
Sean X = cantidad de peces que pican, e Y = cantidad de peces atrapados.

a) Mostrar que Y tiene distribucion P(Ap).

b) Mostrar que la distribuciéon de (X —Y)|Y = yes P(A(1—p)). ;Son X —Y e Y independientes?
¢) Encontrar el valor esperado del niimero de peces atrapados.

)

d) Encontrar el valor esperado del ntimero de peces atrapados sabiendo que picaron k peces.

3. Se tienen dos urnas numeradas 0 y 1 con bolas blancas y negras. La urna 0 tiene 2 bolas blancas
y 8 negras, mientras que la urna 1 tiene 7 bolas blancas y 3 negras.

a) Elegimos una urna al azar. Luego sacamos de ella, con reposicion, 5 bolas. Definimos las
variables aleatorias

X = cantidad de bolas blancas obtenidas en las 5 extracciones.

Y = urna elegida.

Calcular E(X|Y =0), E(X]Y =0) y E(X). Compararlas entre si.

b) Ahora cambiamos el procedimiento. Elegimos una urna al azar, y de ella extraemos 1 bola,
que luego reponemos en la urna correspondiente. Luego repetimos el experimento 5 veces, de
manera independiente. Sea Z = cantidad de bolas blancas obtenidas en las 5 extracciones.
Hallar E(Z) y compararla con la E(X) hallada en el item anterior.

4. Sean (£, F, P) un espacio de probabilidad y X € L?(f, F, P). Probar que
cov(X — E(X[Y),E(X|Y)) = 0.
Interpretar geométricamente.

5. Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad y X € L?(f2, F, P). Se define la varianza condicional
de X dada Y como la variable aleatoria

Var(X|Y) = IE((X - }E(X|Y))2‘Y>.

Probar que
Var(X) = Var[E(X|Y)] + E(Var(X|Y)).

6. Sean X e Y variables aleatorias tales que para cada y € R se tiene que P(Y < y|X) es una
constante F'(y) que no depende de X. Probar que Fy(y) = F(y) paratodoy € Ry que X e Y
son independientes.

7. Sean (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con esperanza y varianza finitas y N una
variable aleatoria a valores en N con esperanza y varianza finitas e independiente de (X, )nen-



a) Probar que E [Zf\;l XZ} =E(N)E(Xy).
b) Probar que

Var

N
> Xi] — E(N)Var(X;) + E?(X;)Var(N).
=1

¢) El numero de reclamos recibido por una compania de seguros en una semana es una variable
aleatoria Poisson de parametro A. El monto pagado por cada uno de esos reclamos es una
variable aleatoria con media p y varianza o2. Hallar la esperanza y la varianza del total
pagado por la compania en concepto de reclamos en una semana. ;Qué hipdtesis se estan
haciendo? ;Son razonables?

8. Sea (Xp)nen una sucesion de variables aleatorias discretas independientes. Para cada n € N
definamos S,, = E?:l X;. Observar que S,, es una variable discreta para todo n € N.

a) Dados ntumeros naturales k < n < m, mostrar que Si y Sy, son condicionalmente indepen-
dientes dado S, i.e., para todo z € Rgs, ¥y m € Rg,, se verifica

P(S; = xp, Sm = Tm|Sn) = P(Sk = x| Sn) P(Sm = Tm|Sh).
Sugerencia: Mostrar que P(Sk = k, Sm = Tm|Sn = zn) = P(Sk = xk|Sn = ) P(Sm =
T |Sn = xy) para todo x, € Rg, .
b) Mostrar que si E(X;) = 0 para todo ¢ € N entonces dados n < m se verifica E(S,,|Sn) = Sn.
9. La llegada de un tren a la estacién se produce con distribucién uniforme entre las 10 am y las

10:20 am. La partida del mismo se produce con distribuciéon uniforme entre su llegada y las 11
am. Sean X la hora de llegada de dicho tren e Y la hora de su partida.

a) Calcular E(Y) y Cov(X,Y).
b) Hallar la funcién de densidad de Y.
c¢) Calcular la probabilidad de que el tren haya llegado a la estacion entre las 10:10 am y las

10:15 am sabiendo que partié después de las 10:25 am.

10. a) Sean X e Y dos variables aleatorias independientes con distribucion exponencial de para-
metro A > 0y sea Z = X +Y. Probar que X|Z ~ U[0, Z], es decir, que para todo z € R se

tiene
0 siz<0
PX<z|Z)=¢ 7 si0<zx<Z
1 six > 1.

b) Dado A > 0, sean Z una variable aleatoria con distribucion I'(2, \) y X otra variable aleatoria
tal que su distribuciéon condicional dada Z es U0, Z]. Mostrar que X y Z — X son variables
aleatorias independientes con distribucion exponencial de parametro A. ;Cudl es la relacion
con el item anterior?

¢) Sea Z una variable aleatoria con distribucion I'(2,1) y X otra variable aleatoria tal que su
distribucion condicional dada Z es [0, Z]. Calcular P(Z > 2|X < 1).

11. Sean X e Y variables aleatorias independientes con distribucion N(0,1). Probar que su cociente
% tiene distribucion de Cauchy sin apelar al teorema de cambio de variables.

12. Dados a > 0y A > 0 sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con densidad
conjunta
A A\ a—1_—Az+%)
fxy(z,y) = F(a)(x) Yy e 2/ 1(0,400) x (0,400) (T: Y) -
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a) Hallar la distribucion de X y la distribucion condicional de Y dada X. ;Son éstas distribu-
ciones conocidas? ;Cudles?

b) Calcular E(Y|X) y Var(Y|X). Deducir los valores de E(Y), Var(Y) y Cov(X,Y).

¢) Probar que el cociente % tiene distribucion I'(a, A) y es independiente de X sin apelar al
teorema teorema de cambio de variables.

13. Un vector aleatorio (X,Y") tiene distribucion normal bivariada si tiene funciéon de densidad con-

junta
. 2 _ 2 o ,
672(1;;2) {( dﬁ(x) +<y0;Y) 72'0( G;X><yt7;y>]
fXY(:an) - Mo x oy /1 — p2

a) Mostrar que la distribucion condicional de X dada Y es N(,UX —|—pU—X(Y —py), 0% (1— p2)> .
oy
b) Calcular E(X|Y) y Var(X|Y).

14. Sea (X,Y’) un vector aleatorio bidimensional tal que fx|y—,(7) = %l(ojy) () yfy (y) = 5y*L10,1)(y)-

a) Calcular la funcion de densidad del cociente % y probar que es independiente de Y sin
apelar al teorema de cambio de variables.

b) Hallar la densidad condicional fy|x—, para cada z € (0,1).

15. Dados a,b > 0 sean X e Y variables aleatorias a valores en Ng y R>q respectivamente, tales que
su distribucién conjunta viene dada por la férmula

t n
P(X=nY <t)= b/ (ay) e~ (@0 gy,

0 n'

a) Hallar la distribucion condicional de Y dada X y calcular E(XLH)

b) Hallar la distribucion condicional de X dada Y y calcular E(X|Y).

Aclaracion. Dado t > 0, para toda sucesion (fy,),en de funciones continuas y no negativas defi-
nidas sobre el intervalo [0, ] vale que Y, - fot fn= fot Y onen fn-

16. Dados p,q > 0 sea (X,Y) un vector aleatorio tal que Y ~ 5(p,q) y X|Y =y ~ Bi(n,y) para
y € (0,1). Probar que la distribucién condicional de Y dada X es f(p+ X,q¢+n — X).

17. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua y ¢ : R — R una funcién continua.

a) Utilizando argumentos intuitivos, ver que

g (V) fx (VE) + g (=V1) fx (=VE)
fx (VE) + fx (=Vt)

b) Utilizando la definiciéon de esperanza condicional, probar que
0 (V) fx (VR?) 0 (-VR?) £x (V)
() s (V)

¢) Observar que E (XQ\X) = X? mientras que E (X\Xz) # X.;Es razonable esto?

E(g(X)1X? =1) =

E(9(X)|X?) =

18. Sean X e Y variables aleatorias tales que Y ~ U[2, 3] y para cada y € [2, 3] se verifica

T -1 0 1

Pxly=y(®) | —— y—-2 ——




a) Hallar px.

b) Calcular la funcién de distribucién Fy|x—,(y) para cada x € Rx.

19. Sean X e Y variables aleatorias tales que X es discreta con probabilidad puntual

T 1 2

px(z) | 1/4  3/4

y la distribucion condicional de Y dada X es e(X).

a) Calcular Fy (y) y fy(y).
b) Calcular P(X = z,Y <y)paray >0y x € Ry.

¢) Para cada z € Rx sea g, : R — R una aplicacion medible Borel tal que P(X = z|Y) =
9z(Y). Para cada x € Rx expresar P(X = z,Y <y) en términos de g, .

d) Para cada x € Rx calcular explicitamente P(X = z|Y).



