CLASE 22. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGENEOS

MATEMATICA I (B). 2° CUATRIMESTRE 2023

PROF. ARIEL SALORT

1. REPASO

Vimos las clases pasadas:

1.1. En una dimensién. Si me dan la ecuacion lineal homogénea a coeficientes constantes:

2 =azx

entonces, todas las soluciones son:
z(t) = ke™, keR.
Si me piden ahora resolver la ecuacion lineal no homogénea:
' =ax + g(t)

hacfamos variacion de los pardmetros y considerdbamos x(t) = k(t)e®, lo “metiamos” en la ecuacion no homogénea
y encontrabamos k(t):
K (t)e™ + k(t)ae™ = ak(t)e™ +g(t) = K ({t)e" =gt) = k() =e Yg(t).
——
z’(t) z(t)
De acé calculabamos todas las primitivas de e~%*g(t) que escribimos como K (t) + ¢, donde K(t) es una primitiva,
y ¢ cualquier constante, y obtenemos

z(t) = (k(t) + c)e .

1.2. En dos dimensiones. Estudiamos sistemas lineales homogéneos a coeficientes constantes:

con A S R2X2 matriz de 2 x 2 con coeficientes reales.

. . . . . . V1 w1 .
Vimos que si A de diagonaliza en R, es decir, existen A, y autovalores y ( v > , ( w > autovectores asociados,

i) =) ()= (i)
A

!
(que tienen como domimio todo R) son ambas soluciones de ( Z ) =

T2 I:A T . Ty X2 /:A L
Y2 Y2 todo Y1 Y2 Yy Y2

z1(t)  wa(t) >
S(t) = ,
®) < yi(t)  ya2(t)
a S(t) se le dice matriz fundamental de soluciones, nos queda que:

S'(t) = AS(t)

1

respectivamente, entonces

Entonces tenemos

()=o)

Si llamamos
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/
Se sabe, ademas, que S(t) es una matriz inversible para todo ¢, y cualquier solucién de ( ; ) =A ( v ) es:

Y
(ot ) = (2 ) b ()

= S(t) ( I]z; ) con kl,kQ €R.

Si A tiene un solo autovalor real y no es diagonalizable en R, no estudiamos este caso.

Si A no se diagonaliza un R pero si se diagonaliza en C (tiene autovalores y autovectores complejos, no reales),

entones se tiene A = a+ bi, A = a — bi autovalores complejos no reales con b # 0 y < Zl ), ( gl ) los autovectores
2 2

asociados respectivamente. En este caso vimos que

)-n(e ()
(588) il (2)

!
. T
son ambas soluciones reales de < Y > =

h
A/~
<y

) con lo cual tendremos que si

() aa()
““(ﬁm £m>

es la matriz fundamental de soluciones, de nuevo

y cualquier solucién sera:

(20)=str(}1)  embmer

con S(t) inversible para tods ¢ € R.

En cualquier caso vimos que dado un sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes

Y Yy
si la matriz A s diagonalizable en R o C, se construyen dos soluciones reales ( ;:1((;)) ) , ( ;28)) ) con las cuales
1 2

se arma la matriz fundamental de soluciones
S(t) _ < xl(t) xZ(t) )

que es inversible para todo t y satisface

S(t) = AS(t).

!/
Ademas, cualquier solucion real de ( ; > =A ( ; > viene dada por

(v )=so(f)  conmmer
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2. SISTEMAS NO HOMOGENEOS

Supongamos que ahora tenemos el ecosistema de dos especies de la clase pasada con una tasa de migracién
externa de individuos de la especie z:

{ a'(0) = —3a(t) — Sy(t) +e*
y'(t) = Fa(t) - gy(t)
Nos piden:

1. Encontrar todas las soluciones ( ;:((I)) >

2. Encontrar la tnica que satisface 2:(0) = 70, y(0) = 50.

Al igual que en dimension 1, primero resolvemos el homogéneo y luego hacemos variacion de los parametros (que

ahora son k1 y ko).
«\ ([ -2/3 —2/3 z
y )\ 2/3 -7/3 y
De la clase pasada nos quedd que

G )= (1) G )= (2)

Entonces cualquier solucién es

a) Resolvemos

b) El sistema no homogéneo matricialmente se ve asi:
«\ ([ -2/3 —2/3 AW e
y )\ 2/3 -—7/3 y 0
x(t) ki (t) )
= S(t .
(3 ) =50k
Al derivar este producto matricial, se usa la propiedad de derivada del producto y queda:
a'(t) / ki (t) ka(t)
S'(t S(t
(i) ) =50 () ) +so (i
x(t)

t

Proponemos soluciones asi:

Entonces para que la propuesta (

y(
50 iy

) > sea solucién del sistema no homogéneo se debe satisfacer:
k() \ _ k1 (t) e %t
) e (%ﬂ)A““<@w o
x
Y
y como S’(t) = AS(t) nos queda
ki (t) KL (t) ki (t) e 2t
AS(t S(t = AS(¢
<)(@m>+()(%@ Ok )T o
K@)\ [ e?
S ( Ko )= o
y queremos encontrar ki, k5. Recordemos quién era S(t), y nos queda:
2e 7t 72 ki) [ e ™
et 2e% ky(t) ) 0 '

2e7 k(1) + e RL () = ey eTTRL(t) +2e7 2Ry (t) = 0.

entonces

Entonces
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De la segunda ecuacién obtenemos
k() = —2e 2 kb (et = Kj(t) = —2e " ky(t).
Reemplazando en la primera ecuacién:

27" (—2e7 kL (1)) + e KL () = e = —de PE(t) +e Phh(t) = = 3 HEkh(t)=e ¥
, 1 1
— k:2(t):—§ = kg(t):_§t+02

1 2 2
kll(t) = _2e_t . <_3> = ge_t =4 kl(t) = —ge_t + C1.

Juntando esto con la propuesta nos queda
(t) ka(t) )
=S(t
(3 ) =50 (5

_ et e _%(f_t +c1
et 2e7% —3t+co

_ 2 —tf 2 1 o 1

(o) (1) (a3

con c1,co € R, son todas las soluciones pedidas en el item 1).

Para el item 2), buscamos c1, c2 € R para las cuales ( 5(((()))) > - (
0N _ (20 _[ 2 2
(50)=(30 )= (F+a) (3

2
7O=2<—3+k‘1>+62

entonces

-2 2
50 = (3+61)+202=—3+61+202

de la segunda ecuacién, ¢; = 50 + % — 2c¢9 y usando este despeje en la primera ecuacion

2 2
0=2(—=+504+=—2ky | +co
3 3
=100 — 4co + co = 100 — 3co
entonces 3¢z = 30 = ¢ = 10 y asi ¢; = 30 + 3.

La solucién buscada es:
z(t) \ _ 2 2\ (2 1 o [ 1
(y(t)>—(—3€ —|—30—|—3 e 1 + —3t+10 e E

3. ECUACIONES NO HOMOGENEAS. CASO GENERAL

En general (tanto para autovalores reales como complejos) si queremos resolver un sistema lineal a coeficientes

constantes no homogéneo
TN _ o, ® f(t)
<y>A<y)+<ﬂﬂ>

con A una matriz diagonalizable en R 6 C, construimos S(¢) la matriz fundamental de soluciones del sistema

I
homogéneo ( ; ) = A( ; ) Proponemos
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)=as0 (56))+(46))

como solucién del no homogéneo y nos queda:

(80 ) =0 (4

~—

y como S’(t) = AS(t) nos queda:

o (&0 )= )

Como S(t) siempre es imversible se puede calcular S(t)~! y obtener:
ki (t) ) 1 ( f(t) )
= (S(t
( m( ) = O g
) en la propuesta y nos quede que todas las soluciones reales son:
I(t) K1 (t) + C1
=S5(¢
(3 ) =so( b ia

Ejemplo: Hagamos un caso con autovalores complejos:
z\ (-1 =2 T\ sent + cost
y ) 1 1 y —cost
a) Resolvemos el sistema homogéneo
z\ (-1 =2 T
y) 1 1 y
y nos queda que todas las soluciones vienen dadas por: (hecho la clase pasada)
xz(t) \ [ —cost—sent —sent+ cost k1
y(t) | cost sent ko
S(t) = ( —cost —sent —sent+ cost )
cost sent

Kl(t) + C1

luego reemplazamos ( Kolt) + o5

con c1,cy € R.

Llamamos

y sabemos que
S'(t) = AS(t).

(30 ) =so (ko)
Ekqi(t

Buscamos ( klg t% > para que esta sea una solucién del no homogéneo, nos queda:
2
y k1 (t) K@)\ k1 (t) sent + cost
5\@ < k() +50) ky(t) ) AS() ka(t) + —cost :

o()-(=12)

[ —cost—sent —sent -+ cost
S() = ( cost sent ) '

b) Proponemos

Entonces

con

Calculamos [S(t)]~!. Para ello
det(S(t)) =(—cost — sent)sent — cost(—sent + cost)
— —costsent —sen?t + costsent — cos? t

=—sen’t—cos?t =—1
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entonces
(S(t))*l—i( sent sent —cost \ [ —sent —sent+ cott
© —1\ —cost —cost—sent ) cost cost +sent |-
Entonces 0
ki(t _ _1( sent+ cost
( kL (t) ) = (5()) ( —cost )
[ —sent —sent+ cost sent + cost
B cost cost +sent —cost
[ —sent(sent + cost) — (—sent + cost) - cost
a cost(sent + cost) — (cost + sent) cost
([ —sen®t —sentcost +sentcost — cos®t
a costsent + cos?t — cos?t — sen cost
(-1
= 0 .
Entonces

Kt =-1 = k{t)=—t+c, ) =0 = k(t)=ca.
Luego, todas las soluciones son:

xz(t) \ [ —cost—sent —sent-+ cost —t+c
y(t) | cost sent o
_( (—cost—sent)(—t+c1) + (—sent + cost) - co
o cost (—t+c1) + (sent)co

con c1,cy € R.
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