CLASE 21. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

MATEMATICA I (B). 2° CUATRIMESTRE 2023

PROF. ARIEL SALORT

1. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1. Sistemas lineales. Supongamos que tenemos un ecosistema con dos poblaciones x,y que no interactian
entre ellas de manera que:

o

=3z z(0)=
y=-2y y

Entonces sabemos que
x(t) = 30e*, y(t) = 50e2.

<x/(t)>(3 0>(w(t))
y'(t) 0 -2 yt) )
Observacién: se suele usar la notacion ,
2/ (t) x
. = t).
( y'(t) ) ( y ) ®)
Podemos usar notaciéon simplificada del sistema y escribir
Y (3 0 T
y) \0 -2 y
En general vamos a estudiar sistemas lineales, que son los que tienen la forma:

!
<z> :A.(ﬂf), AeR?,
y y

Si A es una matriz diagonal, vimos que es facil resolverse.

Matricialmente, se puede escribir:

Supongamos que ahora tenemos un ecosistema de dos especies cuyas poblaciones evolucionan en el tiempo segin

el sistema lineal:
{ a(t) = —3x(t) — 3y(t)
y'(t) = 32(t) — $y(t)
y que inicialmente se tiene z(0) = 70, y(0) = 50.

()-(3 ()

Intentemos diagonalizar a le matriz A: el polinomio caracteristico es

Matricialmente podemos escribir:

A+2 2 2 7\ 4 2.7 14 4
XA4(\) = det(A\[—A) = det ( _+2/§3 \ +/§’/3 ) = (A + 3) (/\ + 3>+9 = A2+§A+§A+§+§ =430 +2=0
entonces

Ao oEVI—4-2 w — A=-2 6 A=-1.

Obtuvimos autovalores —2 y —1.

SiA=-2
_( —4/3 2/3 (1
2 - A= < 23 1/3 ) V_g = <2> autovector

_( -1/3 2/3 (2
—I - A= ( —9/3 4/3 ) v_q = (1> autovector.

Six=-1

1
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Por lo tanto A = PDP~!
(1 2 (=2 0 1 (-1/3 2/3
P_(2 1)’ D_(O —1>’ P _(2/3 —1/3)'

Entonces, usando que A = PDP~!

o ()G (0) e G (0)

multiplico por p~!

!/
. _ T . ..
Miremos P! ( y ) , que es la siguiente expresion:

(o 20 ) (o) = G ) = (i Y o= (58 20 ) ()]

Entonces, reemplazando en ([1.1) nos queda

y y
donde D es diagonal.

Si llamamos
(Z )zP‘1 ( x) o equivalentemente P( = ): ( x)
w Yy w Y
2\ z -2 0 z
(2)=2(0)-( 50

que es un sistema que sabemos resolver al ser D diagonal. Entonces obtenemos
2(t) = ke 2, w(t) = koe "

nos queda:

Para recuperar x e y usamos que

(5= (3 ) () = ()
() =ee (5) e (1)
~—— ~——

autovec de —2 autovec de —1

entonces

esto es

que también se puede escribir como:
() N _ (21 —tf 2 | k1
(o )= (o)l (1) (0
1
2

Observacién: notar que e~ 2" ( es una solucién de

(2) =% 2)(
()= ()= (oo )
(o 38 ) (5) == (3% 2R)(5) - eo-(5) - (35)

1
donde usamos que ( 9 ) es autovector de autovalor —2.

) B 2 X x ! —2/3 —2/3 x
. . _
De la misma manera e < 1 ) es una solucién de < y > = ( 2/3  —17/3 ) ( Y )

< 8

I

Veamos eso:
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Entonces podemos decir que todas las soluciones de este sistema son combinacion lineal de las dos soluciones

dadas por
o 1 —f 2
e ( 9 y e 1

donde ( ; ) es autovector asociado al autovalor —2 y ( 2

1 ) a autovector asociado al autovalor —1.

Es decir, estas dos soluciones generan todas las posibles soluciones que se escriben como:

(3 )= () v (1)

Con esto encontramos todas las solucione de

(2)=(28 28 ()

Si ahora queremos la unica que satisface z(0) = 70, y(0) = 50, usamos que

() = (s ) e (3) = () oo
() =e3) 0 ()

y resolviendo el sistema k; = 10 y k2 = 30. Por lo tanto, la tinica solucién de

()-8 2 ) = ()= (%)
(5 )= (5 ) (1)

1.2. Resultado general. En general vale lo siguiente. Dado un sistema lineal

() =(3)

Si A es diagonalizable en R, es decir existen A\, € R autovalores, y v = < Zl ), w = ( Zl ) autovectores
2 2

— N

)

entonces

€s

asociados a A, u respectivamente, entonces

zi(t) \ _ oaf w1 a(t) \ _ e wi
=e y =€
1 (t) U2 Y2 (t) wa
son ambas soluciones del sistema. Ademas, estas dos soluciones generan todas las posibles soluciones del sistema de

manera que cualquier solucién se escribe como combinacion lineal de ( ;Cl((tt; ) y ( 72(t) >, es decir,
1

y2(t)
x(t) _ [ U1 ut [ W1
(3t )= () e (0
con ki, ks € R son todas las posibles soluciones del sistema.
a(l) _ (o (0 ‘eut w k1
y(t) U2 wa ka
Nota: usamos en esta clase varias veces que si

_(a c 9% 2 a | b ki \ [ aki+cks \ [ aks cka \ a c
M_<b d)ER = (c | d)(kg)_<bk1+dk2 ok )Tk, ) TR0 )T 4

Es decir multiplicar una matriz por un vector a derecha consiste en hacer una combinacién lineal de las columnas
de la matriz.

Esto se puede reescribir asi:
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1.3. ;Qué hacemos si la matriz A no se diagonaliza en R pero si en C? Recordar que z e y representan
individuos de poblaciones:

Importante: Buscamos soluciones ( =(t) ) con z(t) € R,y(t) € R.

y(t)
Ejemplo: Me piden encontrar todas las soluciones de
z\ (-1 =2 T
y/) 1 1 y )
. . . -1 -2
Diagonalizamos a la matriz A = 1 L Entonces

A+1 2
-1 -1
si y s6lo si A = +i. Nos da entonces autovalores ¢ y —i.

Para A =1
. i+l 2 1 -1 1 i-1
ZI_A_( 1 i—l) N <i+1 2 )N< 0 0 )

Fot(144)F1— F,

XA()\):det()\I—A):det< >:(>\+1)()\—1)+2:)\2+1:0

Entonces un autovector es: (i — 1, 1).

Esto nos dice que (i — 1,1) es autovector asociado al autovalor —i, es decir (—i — 1,1) es autovector asociado a
—i. Igual que antes vamos a tener que

“(51) (V)
(Y=(3 )2,

Recordar e = cos(t) + isen(t), entonces e~ = cos(—t) + isen(—t) = cos(t) — isen(t).

son ambas soluciones de

Si ( R P 1 ) entonces

y 1
( ;C,/g)) ) :(—sent+icost)( ’:1 )

y por otro lado tenemos que tenemos que A < ay: > se puede escribir como sigue

-1 -2 . i—1 . -1 -2 1—1
(1 1 )(cost—&—zsent)( 1 )—(cost—i—zbent)( 1 1)( 1 )
B ) (i-1)—2
—(cost—I—zsent)-( i 141
= (cost—l—isent)( _lz._l )
= (cost+isent)i< 211 >

= ((cost)i + i2_sent) ( ' )

-1

= (—sent + icost) < 111 >

(20) e (1) = ont - ssn (1)

Pero buscamos soluciones reales!!

Lo mismo pasa con:

es solucidn.

Entonces esas soluciones no nos sirven.
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Observar lo siguiente: Dado z = a + bi € R, entonces

z+z z—Z
Imz = -
2 21

Lo mismo pasa con vectores, entonces si hacemos
w(t) N _ 1 4 fi—1 af t—1
( i (t) > —a° 1 )t 1
xo(t) :i oit i—1 _ it i—1
Y2 (t) 2i 1 1
van a ser funciones reales. Y ademas, van a ser también soluciones de

(v )=4(s0)

(3%> Y (ﬂ%)
21(t)

son dos soluciones entonces: k ( wi(t) ) es también una solucién
1

(o) (28)

Rez =

Esto ultimo es porque si

es también una solucion.
De todo esto vemos que

son soluciones reales de

Una opcién es hacen todas esas cuentas para obtener

() v ()

pero lo més facil es acordarse que son la parte real e imaginaria de cualquiera de las soluciones complejas que
encontramos (da lo mismo si uso una solucién compleja o la otra). Escribo alguna de las soluciones complejas:

e”( ’:1 ) :(cost+z'sent)< izl )
(cost+isent)(< _} >+z( (1) )>
cost( *11 ) —sent( é ) +i<sint< *11 ) —cost<

donde la parte azul es la parte real, y la roja la parte imaginaria.

1
0
(1) ) ( fsm(Sl)nz;)cos(t) )
)-( )06

S =

)

Aca tenemos las dos soluciones reales que buscabamos:

(318) -2 ()=o) o
(5) (e (51 )) () o

Estas dos soluciones generan todas los posibles soluciones reales de <

(0™ )
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Todas los posibles soluciones son:

(50) =5 () oo () ™ om oo™
y(t) yi(t) ya(t)

con ki, ks € R, lo cual podemos escribir como
x(t) \ [ —cost—sent —sent+ cost xa(t)
y(t) ) cost sent ya2(t)
1.4. Resumen. Dado un sistema lineal

con A € R?*2,
(ot )=o)+ (o )=o)
son ambas soluciones (reales) de ( Zj ) =4 ( ; ) es decir
G )=2(o ) (G )= (0))

y todas las soluciones son
z(t) \ _, g n a [ w1
(g(t) >—]€16 <’U2 >+k26 <w2 )

con ki, ks € R, que también se puede escribir como

G )= (e ()l () (e )= ()
1(t) o (t)
yi(t) y2(t)

(1) Si A se diagonaliza en R, sean p y A autovalores y ( U1 ) , ( Zl ) antovectores asociados a p y A respec-

tivamente. Entonces

donde S(¢) = z1(t) 22(t) se la llama matriz fundamental de soluciones.
yi(t)  y2(t)

(2) Si A no se diagonaliza en R pero si se diagonaliza en C, sean A y A los autovalores y ( Zl ), ( 2_1 ) los

respectivos autovectores.

.. U1 . .
Elijo un A con ( v ) su autovector asociado. Escribimos
2

A= a4+ bi, <ul>+z‘(“’1).
u9 w2

Entonces

see ()i ()

— *(cos(bt) + isen(bt)) [( Z; ) +i

()
e fonton () st ()]
L gt {scn(bt) < . ) + cos(bt) ( o )}



CLASE 21. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1

donde la parte azul es la parte real de e < z ) v la parte roja es la parte imaginaria de ese vector.
2

(1) o) 2
( ;322((:)) ) — et {sen(bt) ( " ) + cos(bt) ( g; )]
son ambas soluciones reales de /
| R
v todas las soluciones reales son
( ;”Eg ) — et {cos(bt) ( u ) —sen(bt)( u )} + koe® {sen(bt) ( u ) —i—cos(bt)( u )}

= (i )+ ()

con ki, ks € R, que también se puede escribir como sigue:
.T(t) kl
=S(t
(3 )=so ()

_ za(t) @2(t)
5 = ( yi(t)  y2(t) )

Entonces

donde ahora

es la matiz fundamental de soluciones.
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