CLASE 20. ECUACION LOGISTICA. EQUILIBRIOS ESTABLES E INESTABLES

MATEMATICA I (B). 2° CUATRIMESTRE 2023

PROF. ARIEL SALORT

1. ECUACION LOGISTICA

Volvemos ahora a ecuaciones no necesariamente lineales de primer orden.
Vimos que si:

r es tasa de crecimiento instantaneo de una poblacién per capita

N(t) = individuos de un a poblacion en tiempo ¢.

entonces
N'(t)
N(t)

=r <= N'(t)=rN(@)
y vimos que las soluciones son
N)=Fk-e" keR,teR

Si N(0) = Ny nos queda

N(0) =ke"? =k = k= No
entonces las soluciones son:

N(t) = Ng-e"t
Notemos que si Nyg =0 = N(¢) =0.

Graficamente (suponemos r > 0 )
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y si 7 < 0 (la cantidad de individuos decrece)
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Observacion: Notar que dos soluciones con datos iniciales distintos no se cruzan.

En cualquier caso N(t) = 0 es una soluciéon de N'(¢) = rN(t), » # 0 ;jHay otras soluciones constantes de este
ecuacién?

Si N(t) = k es una funcién constante, si fuera solucion de N’ = rN, como N (t) = k, entonces N'(t) = 0. Deberia
sen N'(t) =0 =r-k = N(t), y como r # 0, debe ser k = 0. Es decir, si N(¢) = k es una solucién constante de
N’ =7rN, debe ser k =0, es decir N(¢t) = 0 es la unica solucion constante de N’ = rN.

Este modelo de crecimiento exponencial fue propuesto por Malthus en 1798.
. Es razonable este modelo?

Este modelo no considera que los recursos son limitados. (o incluso si crecen linealmente).

AN&) /
ot M /

Verhulst en 1838 propone un modelo que tenga en cuenta los recursos. Propone una ecuacién diferencial que:
= Si N es chico (cuando todavia tengo recursos suficientes) se parece a la exponencial con tasa 7).

= Si N se acerca a cierto valor (capacidad de carga del sistema donde los recursos no alcanzan) el crecimiento
se hace lento.

= Si NV pasa de esa capacidad de carga, la tasa de crecimiento es negativa de manera que la cantidad de
individuos decrece.

Es decir: (~ quiere decir “se parece a'")

N’ . .
~ r si N es chico

"N
NW' ~ 0 si N ~ K = capacidad de carga.
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« M <0 SiIN>K

esto lo podemos escribir como

N =g(N)

g(N) ~ rsi N chico
g(N) ~0si N~ K
g(N)<0si N>K

con

Si g(N) es lineal, sirve algo asi:

,/.

_.|
—

donde la pendiente de la recta es —7 y g(0) = 7. Esto da que

N
Verhulst propone eso mismo:

N’ N , N

Para resolver hacemos separacion de variables; lo hacemos para r =2 y k = 10.

N =2N(1- ﬁ
10
entonces (si N # 0, N # 10)

[ (X)) = e [
dt 10 N(1-X)

Necesitamos entonces calcular
1
————dN
/Na—m

Para ello usamos fracciones simples. Reescribimos
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/2dt =2t

2t c N

=e“ . e .

Par otro lado:

Queda entonces

N
N

10

=2t+c = = 2tte =k-e* conkeR,

In [ &

10

(esta expresion incluye N = 0 pero no incluye a N = 10).
Si saco N = 0 de las soluciones (para pasarlo dividiendo) entonces estoy pensando k # 0 y doy vuelta todo

1- & 1 1 1 1 1
10 2t : 2t
= —- k#0 — —_—— = — N=—
N k © » St N 10 ke *110 + ce 2t

(a % lo llamo ¢, que es una constante cualquier, por ahora ¢ # 0).

Vemos que si ¢ = 0 estoy agregando la solucién N = 10.
Juntando todo, todas las soluciones son

1

N =————con c € R (incluye ¢ = 0),
75 + ce~2t ¢ ( Y )
6
N(t)=0.
Si N(0) =5 (es decir, una condicién inicial) entonces 5 = N(0) = %Jrc, entonces 5 = glﬂ entonces 5 +c¢ = 1,
10 10
yestodac:%fl—lozll—o.
Finalmente,
1 1 10
N(t) = = = .
S me L (l4e ) 14e
En general si N(0) = Ny (condicion inicial), tenemos
1 1 1 1 1 10 — Ny
w+c " No 10 Ny 10 10N,
lo que da
1 10N,
=% + 10580 g2t Ny + (10 — No)e
Si Ny =0, nos queda N(t) =0
Si Ny = 10 nos queda N (t) = 10.
Notar que si Ny # 0, entonces
10N,
lim N(t)= I =10
t—}gloo ( ) t—}-‘rmoo NO + (].0 — N0)672t

2. ANALISIS ASINTOTICO

Hemos resuelto N'(t) = 2N (t) (1 - M) y nos quedaron las soluciones:

10
N = % con ¢ € R (incluye ¢ = 0),

75 e

6
N(t) =0,
y si consideramos un dato inicial general N(0) = Ny llegamos a que:
1 10Ny
N = 10 + 1100—]\%0 =2t Np+ (10 — Ng)e—2t"

Si Ny = 0, nos queda N (t) = 0.
SiNg = 10 nos quede N (t) = 10.
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Notar que si Ny # 0, entonces

10Ny
Iim N(t)= U =10.
tﬁlgloo ( ) tﬁl+moo Ny + (10 - N())e_zt 0
Gréficamente:
A N
10 NE 10

Notar que si Ny < 0 cambia el dominio!

N
Analizamos N’ = 2N <1 — 10), donde F(N) no depende explicitamente de t.

—_———
F(N)

Buscamos soluciones constantes N (t) =

c.
Si N(t) = ¢ es una solucion de N’ = 2N (1 — 1—1\6), entonces debe pasar:

Cc

0 =2- c -|1- — - c=0 o6 ¢=10.
N(t)'=c’ N \Nf’

Entonces los tinicas soluciones constantes son N(t) =0 6 N(¢) = 10.

Ademaés, sabemos que dos soluciones distintas de N’ = 2N (1 — ﬂ) no pueden cruzarse.

10
Esto nos dice que una solucién de N’ = 2N (1 — &%) con N(0) = Ny € (0,10), se queda en esa franja (porque no
puede cruzar N(t) =0 ni a N(t) = 10), esto es, N(¢) € (0,10).
Al ) lo Alicurn
N@ . .M_h__{/.,_/—\x_’—{ i ,!/)z;i ﬁm%
No¥10 NI 10

lo lucion

NQF.-_ ' LMM

o€ (9,10
Kok ity )
2t

Lo mismo pasa si Ny > 10, la solucién no puede salir de N > 10, es decir N(¢) > 10.

También pasa esto si Ny < 0, la solucién se quede en N(¢) < 0 (aunque no tiene sentido biologico).

Miramos de nuevo lo ecuacién diferencial N’ = 2N (1 — &) con:

a) N(0) = Ny > 10, sabemos que la solucion es N(t) > 10 para todo ¢ donde esté definida. Entonces

N{(t
N’(t):2N(t)< —1%)) = N'(t)<0 = N decrece .
——
—_——
>0 >
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b) N(0) = Ny € (0, 10), sabemos que la solucién N(t) € (0,10) para todo ¢ donde esté definida. Entonces

N
N’(t):2N(t)<1—1(Ot)> = N'(t)>0 = N crece.
—~—
—_————
>0 ~

c) N(D)= Ny < 0, sabemos que la solucion es N(¢) < 0 para todo t donde este definida. Entonces

N'(t) =2N(t)(1 — J\;—(g)) = N'(t)<0 = N derece.
<0 A

Con el analisis que hicimos podemos mejorar el grafico y vemos que:
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De hecho, si graficamos F(N) en funcién de N, obtenemos
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donde F(N) =2N (1 — %) es una parabola negativa con raices N =0y N = 10.
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3. METODO GENERAL PARA HACER EL ANALISIS ASINTOTICO

Consideramos 2'(t) = F(x(t)) (6 ' = F(z)) una ecuaciéon ordinaria de orden 1 auténoma (esto quiere decir que
F no depende explicitamente de t).

Por ejemplo: 2’ =z (2° — 1) (z + 2).

F(z)

(1) Miro F(z) como funcion de x y busco ceros de F y conjuntos de positividad y negatividad.

Por ejemplo: si F(z) =z (2% — 1) (4 2), los ceros son ¢ =0, z = +1 y x = —2. Los conjuntos de positividad
y negatividad son:
+ — + - —+
- . =
— =\ ro) A

(2) Uso que los ceros de F son las soluciones constantes de 2’ = F(z), ya que si x(¢) = ¢ fuera solucion, debe ser
0 = F(o)
—~ =2
a'(t)  a(t)
A los ceros de F' (que son las soluciones constantes de ' = F'(z)) se los llama puntos de equilibrio.

Por ejemplo: si 2/ = z (z* — 1) (z +2), —2,—1,0, 1 son puntos de equilibrio y

(z)

8
\
N

]

son cada una una solucién constante de x’(t) = F(z(t))

8

8
01
— o

o~~~

(3) Por unicidad de solucion, los puntos de equilibrio separan el plano en partes donde se mueven el resto de las
soluciones.

Es decir, si x(¢) es la solucion de ' = F(x) con 2(0) = xo y o no es punto de equilibrio, entonces z(¢) no cruza
ninguna de las soluciones constantes.

Por ejemplo: si 2’ =z (:c2 — 1) (z + 2), tenemos

F(z)

X&)
Xo ¢ T~ ——

b
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(4) Usando (3) y mirando el signo de F(z) podemos analizar si z crece o decrece para cada dato inicial 2(0) =
con xp que no es equilibrio.

Si zg es tal que F (zg) > 0, entonces la solucion z(t) de X’ = F(z) con z(0) = x¢ satisface que F(x(t)) > 0. Por
lo tanto, 2/(6) = f(z(t)) nos dice que z crece.
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Lo mismo si 2o os tal que F (zg) < 0, en este caso nos dird que x(¢), la solucion de 2’ = F(z) con z(0) = xg
satisface que x decrece.

Por ejemplo: si 2/ = z (z* — 1) (z + 2), tenemos

(z)

Ay )(0?(0‘1)
D) xtde @
2 xMx)-F (e(t))

ﬂ/" X” € 61:‘1)
3 xt) e(-21)
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(5) Siempre se puede probar que si la solucion z(t) esta acotada, es decir x(t) se mantiene siempre en un intervalo,
entonces existe

2 o

lim x(t)

t—+oo

y este limite es un punto de equilibrio.

Por ejemplo: si 2/ = z (z* — 1) (z + 2), tenemos que:

F(z)
Si zg € (—00, —2), como la solucion z(t) crece, no puede cruzar x_s(t) = —2, entonces xg = z(0) < z(t) < —2
luego existe el lim;_, o, x(¢) y este limite debe ser lim;_, . x(t) = —2.

Sizg € (—2,—1), sabemos que la solucion z(t) no puede cruzar las soluciones constantes z_o(t) = —2ni x_4(t) =
—1, entonces z(t) € (—2,—1), luego existe lim;_, x(t) y como z(t) decrece, tendremos que lim;_, 4 x(t) = —2.

Se la misma manera se prueba que:
Si zg € (—1,0) entonces lim,;_,o z(t) = 0.

Si zg € (0,1) entonces lim;—, o z(t) = 0.
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Y si 2y > 1, no sabemos porque aca no sabernos si la solucion z(t) esta acotada.

En este caso, mirando los diagramas y los limites, podemos decir que —2 y 0 son equilibrios estables ya que las
soluciones con datos iniciales “cercanos.? cada uno, tienden a ese equilibrio. Més concretamente:

—2 es un equilibrio estable porque si considero una solucién con dato inicial xg € (—oo, —1) que es un intervalo
que contiene a —2, sabemos que L (1) — —2.
N——

sol de ' = F(z),z(0) = zo

0 es un equilibrio estable porque si considero una solucién con dato inicial 29 € (—1,1) que es un intervalo que
contiene a 0, sabemos que T (1) — 0.
——

sol de 2’ = F(xz),z(0) = zo

Por otro lado —1 y 1 son equilibrios inestables ya que no hay ningun intervalo en donde se satisfaga lo anterior,
es decir no son estables.

Definicién: : Dado z un equilibrio de 2’ = F(z) (es decir F(c) = 0), se dice que ¢ es un equilibrio estable si
existe € > 0 tal que para todo g € (¢ — &,¢+ ¢), la unica solucion de ' = F(x) con x(0) = xo satisface que

ltlgl z(t) =c.

Si ¢ no es un equilibrio estable se dice que es un equilibrio inestable.
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