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1. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN
Vimos hasta aqui ecuaciones de primer orden de la forma ' (t) = F(t, z(t)).

En esta clase estudiaremos un subgrupo particular de este tipo de ecuaciones, que se llaman ecuaciones lineales
de primer orden y son las que tienen la forma:

2’ (t) = P(t)x(t) + Q(¢t).

Este caso corresponde con tomar F(t,z) = xP(t) + Q(t). Aqui se ve porqué es lineal, ya que depende linealmente
de x.

Ejemplo: :
a) z'(t) = —3x(t
b

) donde P(t)=-3,Q()=0
) 2'(t) = —3z(t) + 9¢, donde P(t)=-3,Q() =9
¢) 2/(t) = —=3t%z(t), donde P(t)=-3t2, Q(t)=0
d) 2/(t) = =3t2x(t) + 6t5, donde P(t) = —3t2, Q(t) = 6t°.
A las ecuaciones lineales de primer orden se las clasifica en:
1) Homogéneas si Q(t) =0 (Ej1y 3)
No homogéneas si Q(t) #0 (Ej 2y 4).
2) A coeficientes constantes si P(t) es constante (Ej 1y 2)
Ademas, dada z'(t) = P(¢)z(t) + Q(¢) con Q(t) # 0, a la ecuacion X' (t) = P(t)z(¢) se la llama ecuacion lineal
homogénea asociada a la ecuacion lineal no homogénea 2’ = P(t)z + Q(t).

En los ejemplos, el Ej a) es la ecuacion lineal homogénea asociada al Ej b). El Ej ¢) es la ecuacion lineal homogénea
asociada al Ej d).

Las ecuaciones lineales de primer orden siempre se pueden resolver de la siguiente manera: (veamos con los
ejemplos).

/

Ejemplo: 2/ = —3z.
Hacemos separacion de variables:

d
X _ a:;;()

1
i —3z —dr=-3dt = Inlz|=-3t+c = |z|=e 3= ¢
x

Entonces
x(t) = ke, keR,teR
Notar de lo anterior que una solucién x(t) de 2’ = —3ux, satisface que x(t)e®" = k para todo t € R, y derivando (por
la regla del producto)
o' ()3t + x(t)3e3 = 0
3t (2’ (t)+3z(t))
Como €3t > 0 para todo t, recuperamos la ecuacién diferencial 2’ + 3z = 0.

Usemos estos ideas para resolver el siguiente ejercicio.

/ p—

Ejemplo: : 2’ = —3z + 9¢. En este caso

2/ (t) + 3x(t) = 9¢.
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3t

Multiplicamos por e°* a ambos lados

(z'(t) + 32(t)) €3 = 9te™
=(a(t)est)’
Entonces las primitivas de estas dos funciones difieren en una constante:

La primitiva de (x(t)e:”)/ es x(t)e.
La primitiva de 9te® :

3t 3t e3t eSt e3t eSt 3t

o9
Entonces
z(t)et =Bt —1)+k = a@t)=e Y (¥Bt—1)+k)=3t—1+ke .

Verificamos que efectivamente 2(t) = 3t — 1 + ke™3! es solucién derivdndola y viendo que satisface la ecuacion.

Dos comentarios sobe lo que hicimos. Obtuvimos al final lo siguiente:
z(t)=e? (33t — 1)+ k) =3t — 1 + ke ™"
De la primera escritura podemos ver que
z(t) =e " (¥ (3t — 1) + k)
se parece a la escritura de los soluciones del homogéneo que eran
z(t)=e¢ 3" -k con k constante

donde ahora tenemos
z(t) =e 7" (¥ (3t — 1) + k)
| —
k(t)
donde aqui k(t) ya no es constante sino que es una funcién que dependen de ¢.
Por otro lado, de la segunda escritura z(t) = 3t — 1 + ke 3! podemos verlo asi:
t) = 3t—1 ke 3t
x(t) + e
una sol. particular del no homogeneo sol. del homogeneo

1.1. Técnica para resolver ecuaciones lineales de primer orden no homogéneas. Usamos la idea de la
primera escritura: variacion de las constantes.

(1°) Resolvemos la ecuacion lineal homogénea asociada:
¥=-3x = z{t)=ke* conkecR,tcR

(29) Ahora buscamos una funcién k(t) que depende de t de manera que z(t) = k(t)e~3! sea una solucion de la

ecuacién no homogénea
— a2’ = =3z + 9t.
Entonces si z(t) = k(t)e™3' debe ser solucién, se debe verificar que
(k(t)e )" = =3 (k(t)e ) + 9t
Hacemos esta cuenta:
K (t)e 3 4+ k(t)(—3)e™" = —3k(t)e 3" + 9t

Entonces k'(t)e ™3t =9t = k(t) = 39t

Calculamos ahora todas los primitivas (esta primitiva ya la calculamos arriba)

k(t) =e* (3t — 1)+ k

ahora k es de nuevo una constante de verdad.

Entonces, hemos encontramos todas las funciones k(t), que dependen de ¢, que hacen que x(t) = e~ 3tk(t) sean
solucién de o' = —3z + 9¢.
Es decir, las soluciones buscadas son

z(t) = e ? (e¥(3t — 1) + k)
con k e R;t eR.
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Resolvamos ahora los ejercicios anterior de esta forma.

Ejemplo: 1’ = —3t?z. Haciendo separaciéon de variables
d 1
d% — 3% —  —dz=-32dt — Ifz|=—t+c — |p|=e Tt =c"e
X
Entonces
z(t) = et .,  keR,teR.
~——

son todas las sol. buscadas

Ejemplo: 2’/ = —3t2x + 6t°.
Primero resolvemos el homogéneo 2’ = —3t?z (es el ejercicio anterior) y nos queda

x(t) = e "
son todas las soluciones, con k € R.

Ahora buscamos k(t) (la constante k de antes, pero ahora la pensamos como k(t) que es funciéon de ¢ como
variable) de manera que

x(t) = Ic(t)e_t3
sea solucion de ' = —3t?z + 6t°. Entonces
(k(t)e™) = =362 (k(t)e™"") + 6t°
y por lo tanto

KB + k(e (=3t) = =362 (k(t)e ™) +61°

lo que da
K (e = 6t°
entonces
K (t) = e’ 6t°
Integrando
k(t) = /et36t5dt = 6/6t3t5 dt
= G/engT = 2/€TT dr  (sustitucionu = t%)
=2 |:T el — /erT:| (partesu = T,v =€)
=2(re" —e" +¢)
=2"(tr—1)+c (c puede ir cambiando de linea a linea)
= 26t3(t3 —1)+c
Entonces

k() =2¢" (3 —1) + ¢

Chequeamos: derivando,
3

K (t) = 6e T t°.
Entonces, las soluciones de 2’ = —3t2z + 6t° son

z(t) = k(t)e ™ =e " (2e" (¥ — 1) + ¢)
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1.2. Escritura general del método de variacion de los parametros. Queremos resolver z’(t) = P(t)xz(t) +
Q(t) con Q(t) #0.
(1) Buscamos soluciéon del homogéneo asociado z’ = P(t)z.

Esto lo resolvemos con separacién de variables:

dx 1
— =P(t —dx = P(t)dt
“ P = Ldr=P()
lo que da

In|z| =H({)+C
donde H es una primitiva de P(t), esto es, H'(t) = P(t). Entonces

|1,| — eH(t)JrC — eH(t)ec

y asi llegamos a
z(t) =k-ef®, keR,tel,
donde I depende de P(t).
(2) Hacemos variacién de los pardmetros y buscamos k(t) de manera que X (t) = k(t)e
2’ = P(t)x + Q(t).
Entonces k(t) debe ser tal que valga

(k)" @) = P(2) (k)" ®) + Q1)

H(t) gea solucion de

entonces

K (e 4 k@)e"OH' (1) = P(t)k(t)eT® + Q(t)
esto implica que

E()eT® + k(@)D P(t) = P)k(t)e® + Q(t)
lo que finalmente da

es decir,
K(t) = Q(t)e™
) que llamamos ko(t). Entonces todas las primitivas de Q(t)e~ (") son

ko(t) + K, con k constante.

Buscamos una primitiva de Q(t)e~

Luego, las soluciones del no homogéneo x’ = P(t)x + Q(¢) son

z(t) = (ko(t) + k) e ®,
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