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1. CRITERIO DEL HESSIANO EN R?

Sea F': D CR3 — R, D abierto y p = (p1,p2,p3) € D y F 4 veces diferenciable. Si p es un punto critico (o sea,
VF(p)=1(0,0,0)) y la matriz Hessiana

Fo(p) Fuy (p)  fz=(P)
HF(p) = | Fyu(p) Fyylp) Fy:(p)

tiene:

1) todos sus autovalores positivos, entonces p es minimo local.
2) todos sus autovalores negativos, entonces p es maximo local.

3) Al menos un autovalor positivo y uno negativo, entonces p es punto de silla.

Por ejemplo, si HF(p) fuera diagonal (tiene los autovalores en la diagonal)

Ao 000
HF(p) = 0 )\2 0
0 0 A3

miramos las submatrices (A1), <)E)1 /e ):
2

caso 1) seria tener A\; > 0, A2 > 0, A3 > 0. Y en este caso
detHF(p) =A1-X-A3>0

A0\
det(o )\2)—)\1')\2>0

A1 >0

caso 2) seria tener \; < 0, A2 < 0, A3 < 0. Y en este caso
detHF(p) =)\ ')\2')\3 <0

A0
det(o A2>A1-A2>0

A1 <0

El método general dice:

Sea F': D C R® — R, D abierto, p = (p1,p2,p3) € D y F 3 veces diferenciable. Si p es un punto critico (o sea,
VF(p)=(0,0,0)), si se cumple que:

(1)
Frw(p)  Fuy(p) )
det HF (p) > 0, det Y > 0, F.:(p) >0
(p) ( Fye (p) F,, (p) y (p)
entonces p es un minimo local.
(2)
Foz(p)  Fuy(p) )
det HF (p) < 0, det Y > 0, F, <0
(p) ( wa(p) Fyy(p) y rx(p)
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entonces p es un maximo local.
(3) det HF(P) # 0 y no se satisfacen las tres condiciones de 1) ni las tres condiciones de 2), entonces p es un
punto de silla.

Con esto terminamos las técnicas para encontrar extremos locales de una funcién en un conjunto D abierto.

Resumiendo:
(1) Calculo VF(x,y) 6 VF(z,y, 2).
(2) Busco todas las soluciones en D de VF(z,y) = (0,0) (si D C R?) 6 VF(z,y,z) = (0,0,0) (si D C R?).

Ojo! Una vez que encontré todos los soluciones, chequeo que estén en el abierto D. Si no estin, no son puntos
criticos de F' en D y entonces no los considero.

(3) Uso el criterio del Hessiano para cada punto critico encontrado en 2) y defino si son méximos, minimos o
puntos de ensilladura.

Antes de seguir repasemos los conceptos de extremo local y global.

Si estoy estudiando extremos de F' en A donde A es ahora cualquier tipo de conjunto, (A puede ser un abierto,
un cerrado, una curva) decimos que:

» p € A es un méximo local si existe un disco B, (p) tal que
F(p) > F(z,y) paratodo (z,y) € B.(p) talque (z,y)€ A.

» p € A es un minimo local si existe un disco B, (p) tal que
F(p) < F(z,y) paratodo (z,y) € B.(p) talque (z,y)€ A.

Si A es abierto, es lo que vimos la clase pasada:

o P &5 maximo
& local
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Si A es cerrado, puede pasar que el extremo p esté en la frontera:

fr2

11._[\1”(]\

/|
S

Si A es una curva: A = {o(t) CR?,t € I}

'

N
“‘\___"_’:—/
| 3
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Solo lo que estd en rojo estd en B,.(p) y A a la vez.

Vamos a estudiar a continuacion esto dltimo caso y la clase que viene casos como el segundo.

Antes de seguir recordemos que era un extremo global o absoluto.
Decimos que p es un méximo global de FFen Asipe Ay

F(p) > F(xz,y) paratodo (z,y) € A.

Decimos que p es un minimo global de FFen Asipe Ay

F(p) < F(z,y) para todo (z,y) € A.

Observemos que si p es maximo global de F' en A entonces p es maximo local de F' en A. Si p a minimo global
de F en A entonces p es minimo local de F en A.

. Qué pasa si ahora quiero encontrar extremos de F'(x,y) en en conjunto que es una curva?

Por ejemplo: determinar los extremos locales de F(z,y) = 2> +y? en S = {(m, y) € R? tal que y = 2}.



4 CLASE 16. CRITERIO DEL HESSIANO

&

5 F(mﬂ)

%

Lo que hacemos es considerar una parametrizaciéon de
S={(z,y) eR: y=uza}
dada por x = ¢, y = t, entonces una parametrizacién de S es
o(t) = (t,t), t € R.
Miramos ahora la funcién
F(o(t)) = F(t,t) = t* +* = 2%
Llamamos g(t) = 2t? y buscamos méximos y minimos como funciéon de una variable:
gt)=4=0 < t=0
y vemos que ¢t = 0 es minimo global (y entonces minimo local) y no hay maximos. Lo paso a valores en la curva:

t =0 da o(0) = (0,0), entonces (0,0) es minimo global (y entonces minimo local), y F(¢,t) no tiene méaximo.

Miremos las curvas de nivel de F' con el conjunto S:

Co-=J(0,0)f
F-2 Ci* j)(l}/alfd_f

F-Y
AN

\j—i 7 C-l - inJr -al:lj

Vemos con este diagrama que en (0,0) donde F'(0,0) = 0 se toma el valor minimo y que para * — +00 6 £ — —00
sobre la recta, F' toma valores arbitrariamente grandes.
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