CLASE 15. MAXIMOS Y MINIMOS EN DOS VARIABLES

MATEMATICA 1 (B). 2° CUATRIMESTRE 2023

PROF. ARIEL SALORT

1. MAXIMOS Y MINIMOS EN 2 VARIABLES

Recordemos que vimos la clase pasada:

Teorema de Fermat en 1 variable: si f : (a,b) — R una funcion derivable y 2o € (a,b) es extremo local,
entonces f’ (zg) = 0.

Importante:
(i) Puede pasar que a sea extremo pero f'(a) # 0. Lo mismo con b.

(ii) Puede pasar que f'(z9) =0 con zp € (a,b) pero xy no sea extremo local.
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En la imagen, a es minimo y b es méaximo, y f’(¢) = 0 pero ¢ no es extremo local.

Veamos que ocurre ahora en varias variables.

En 1 dimension, a los intervalos (a,b) que no contienen sus bordes se los llama intervalos abiertos.
. Qué es un conjunto abierto en R%2? Con la misma idea que en R, se dice que un conjunto es abierto si no contiene

su frontera. A la frontera de un conjunto D se la nota con 0D.

Ejemplo: (1) D = {(z,y) : 2* + y* < 1} es abierto.

l

La frontera es 0D = {(m,y) cx? 4y? = 1}.

(2) D ={(z,y) : |z| <1,|y| <1} es abierto
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La frontera es 9D = L1 U Ly U L3 U L4 donde
Ly ={(z,y):x € [-1,1],y = -1}
LQZ{($7y):y€[_171Lx_1}
Ly ={(z,y):z e [-1,1],y =1}
L4:{($7y):y€[7171}733:*1}

(3) D= {(z,y) : 2® + y* < 1} no es abierto porque contiene a su frontera

Notacién: B, (zo,y0) = {(z,y) € R?: (z — 20)’ + (y— o)’ < r2} es al disco abierto (o circulo abierto) de

centro (g, yo) y radio r.

Nota: R? es un conjunto abierto en R2. Asi como en R para definir méximos y minimos locales usamos intervalos
abiertos, en R? usaremos discos abiertos (que son como los intervalos alrededor de un punto).
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Definicién: : Sea F : D C R? — R con D un conjunto abierto.
(1) Decimos que F alcanza un mdzimo local en (xo,yo) si existe r > 0y B, (zo,%0) C D tal que

F(x,y) < F(xo,y0) paratodo (x,y) € B, (xo,y0) -

(2) Decimos que F alcanza un minimo local en (x1,y;) si existe, d > 0y Bs (zo,y0) C D tal que

F(x,y) > F(x1,y1) paratodo (x,y) € Bs(x,y).
(3) Decimos que F alcanza (o tiene) un extremo local en un punto p si tiene un méximo o minimo local en p.

Tenemos un teorema de Fermat para dos variables:
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Teorema de Fermat: Supongamos F : D C R? — R, D un conjunto abierto con 5 € D y F es diferenciable. Si
P es un extremo local de F' entonces V f(p) = (0,0).
(Geométricamente son puntos donde el plano tangente es horizontal).

Definicioén: : si p'es tal que VF(p) = (0,0), decimos que p'es un punto critico.

Tgual que en una variable tenemos:
(1) Fermat vale si p'€ D con D abierto pero no vale si 7 esta en la frontera de D.
(2) No vale la reciproca: Puedo tener p'tal que V f(p) = (0,0) con p que no es extremo local.

Definicion: : A un punto § que es punto critico de f pero no es extremo local se lo llama punto de silla o punto
de ensilladura.

Ejemplo: (1) F(z,y) = 2% + y?. Sabemos que es difererenciable.
Buscamos puntos criticos:

(0,0) =VF(z,y) = (22,2y) <= 20=0,2y=0 <+<— z=0,y=0 <= (z,y)=(0,0).

. Es (0,0) extremo local? Ver graficamente.

(2) F(z,y) =In(2? — y*> + 1). Eneste caso Dm f = {(z,y) : 2% — y*> + 1 > 0} y tenemos VF(z,y) = (x2_2;2+1, x2:§§’+1>.

Entonces
2x —2y

F — e S A
VF(z,y) =0 <= PRI 0 PR

0 <= zz=0,y=0.
iSeré (0,0) extremo local?

(3) Sea F(z,y) = % —zy+ %. En este caso VF(z,y) = (z* — y, —z + y*). Entonces
VF(z,y) = (0,00 <= 2°—y=0 vy —rz+1yP=0 = y=z =19
Como tienen que cumplirse las dos ecuaciones a la vez, metemos el despeje y = 23 en la segunda de ecuacién
x:(:z:?’)S:xg = -2=0 <= x(l—xg):O = 1=0062"=1 <= z=006zx=106zx=-1

(recordar que = € R).
Si z = 0, de la primera ecuacién obtenemos y = 0.
Si z =1, de la primera ecuacién obtenemos y = 1.
Si z = —1, de la primera ecuacién obtenemos y = —1

Entonces obtenemos tres puntos criticos:

(070)7 (17 1)7 (_17 —1),

i.Seran extremos locales?

Veamos ahora qué herramientas tenemos para determinar si un punto critico resulta ser en extremo local o no.

Igual que en 1 variable, supongamos que F' es diferenciable 3 veces y que VF(p) = (0,0) (es decir p'= (p1,p2) es
punto critico), entonces podemos hacer Taylor de orden 2:

F(x,y) = F(p) + (VF(p), (x — p1,y — p2))

1
+ 9 [Fm(ﬁ) (z _pl)2 +2F5y(p) (x — p1) (y — p2) +Fyy(P) (y — p2)2] + Ra(z,y)
Los términos de orden 2 los podemos reescribir como:

s (=0 ) (070)

y a esta matiz de derivados segundas se la llama matiz Hessiana y se la denota HF(p).
Como VF(P) =0 nos queda

F(z,y) :F(ﬁ)Jr%(I*Pl,y*pz)HF(ﬁ) <§:gé) + Ra(7,y).
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Nos interesa ahora estudiar el “signo” de HF(p) (ojo, es una matiz ahora, no un nimero). Veamos algunos
posibles casos:

2 0

(1) si HF(P) = ( 0 3

) tendriamos

Fle) =7+ 5 =y —p) (5 §) (F200) + Ralan)

Y —D2
Esto da que
1
F(z,y) = F(F) + 5[2(z = p1)" +3(y —p2)°] + Ra.
>0
Entonces, para (x,y) cerca de (p1,p2) tendremos que F(z,y) > F(p), con lo cual p seria un minimo local.

Tendriamos un resultado similor si HF(p) = < 0
2

A0 )con)\1>0y)\2>0.

(2) si HE(p) = ( 52 _03 ) tendiamos

Fla,y) = F@) + 5[ —p)* = 8(y = p2)?] + o

<0
Entonces, para (z,y) cerca de (p1,p2) tendremos que F(z,y) < F(p), con lo cual 7 seria un maximo local.
Tendriamos un resultado similar si HF(p) = < )E)l )(\) ) con A; <0y A <0.
2

(3) si HF (p) = ( (2) _03 ) tendriamos

Fla,y) = F() + 52~ p)* = 3(y — p2)?] + Ra.

NZ

/ ") X-p,
X

1P
En este caso si me acerco a (p1,p2) por la recta x = p; me queda

F(p1,y) = F (p1,p2) + % (—3(y —pg)z) + Rs.

Entonces, como funcién de y se parece a una parabola negativa.
Por otro lado si me acerco a (p1,p2) por la recta y = pa me queda

1
F(z,p2) = F (p1,p2) + 52 (z —P1)2 + Ro.

Entonces F (x,p2) como funcién de = se parece a una parabola positiva.
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De esto puedo concluir que p'mo puede ser minimo local ni maximo local y por lo tanto es un punto de ensilladura.
Lo mismo pasa en general si

HF(Z?):<)(\)1 )\02), con \;1 >0 Yy Ao <0 6 )\1<Oy/\2>0.

Conclusién: Vimos hasta aca que, dada F : D C R? — R, D abierto, 5 € D y F es diferenciable 3 veces, si ' es
un punto critico (VF(p) = (0,0)) y HF(p) = ( ())\1 g ) (es diagonal) entonces:
2
1. SiAi >0X >0

= pes minimo local.
2. SiA1 <0, <0 = pesmaximo local.

3. Si A1 - A2 <0 (o sea, tienen signos contrarios) = 7 es punto de silla.

Nota: Como Fy, = F,

v, Se tiene que HF(p) es siempre una matiz simétrica. No siempre serd diagonal pero
sabemos que serd diagonalizable y se prueba el siguiente teorema.

Teorema: sea F : D C R? —» R, D abierto, € D, F diferenciable 3 veces.
Si p'es punto critico y HF(p) tiene autovalores A1, A2. Entonces:

1) Si Ay >0, A2 > 0 entonces § es minimo local.
2) Si A1 <0, Ay < 0 entonces p’es maximo local.

3) Si A1 - A2 <0 (tienen signos contrarios) entonces p es un punto de silla.
i Entonces tendremos que calcular autovalores de HF(p) ?

Por suerte, no... se puede probar que se puede determinar el signo de los autovalores de una matriz simétrica
con:
= ¢l determinante

= el elemento que esta en primera fila o primera columna de le matriz.
Asi se tiene:

Teorema: sea I : D C R? — R, D abierto, p'€ D, F diferenciable 3 veces. Si 7 es punto critico, entonces
1) Sidet HF(p) > 0y Fo.(p) > 0, entonces p es minimo local.

2) Sidet HF(p) > 0y F,»(P) < 0, entonces p es méaximo local.

1) Si det HF(p) < 0, entonces p es punto de silla.

Volvamos a los ejemplo:

Ejemplo: (1) Sea F(r,y) = 2% + y?. Vimos que VF(x,y) = (2x,2y) y teniamos como tinico punto critico el

(0,0). Calculamos la matriz Hessiana:
2 0
aran =5 3)
. 2 0 . .
En particular HF(0,0) = ( 0 2 > Esto me dice que (0,0) es minimo local.

2z 2y P o
Ty 127y2+1) y €l anico punto critico es (0, 0).

(2) Sea F(z,y) =1In (2? — y* + 1). Vimos que VF(z,y) = (
Hacemos
Fonlay) = 2(m2—y2+1)—2m-2x B 2(x2—y2+1)—4x2
T @ e (@ =y + 17

-1 dxy
E it YT m ey
(x2 —y? +1) (x2 —y2+1)

F, (2.) =2z —y?+1) +2y(-2y) —2(2® —y?+ 1)+ 4y?
x,y) = -

w\ Y (22 — 2 + 1)2 z2—y2+1

Entonces

ny(ac,y) =2z

F.»(0,0) =2, F,,(0,0)=0, F,,(0,0)=-2 = HF(0,0)= ( g _02 ) .
Esto me dice que (0,0) es un punto de silla.
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(3) Sea F(x, y)—% :Ey—i—y
Vimos que VF(z,y) = (z* —y, —z +y?) y los tnicos puntos criticos son {(0,0), (1,1),(—1,—1)}. En este caso

la matriz Hessiana es )
3 -1

0 -1
HF(0,0) = ( S )
no es diagonal. det(HF(0,0)) = —1. Entonces (0,0) es punto de silla.

HF(1,1) = ( 5 _31 )

no es diagonal. En este caso det(HF(1,1)) =8 > 0 y ademas F,,(1,1) =3 > 0. Entonces (1, 1) es minimo local.

HF(-1,-1) = < _31 _31 )

que es igual al de (1,1). Entonces (—1,—1) es minimo local.

La evaluamos en los puntos criticos:

Nota: Si 7 es un punto critico y det(H f(p)) = 0, entonces no podemos decir nada en principio.

Por ejemplo, pensar en las funciones F(z,y) = 2* +y*, G(z,y) = —2* — y*, K(z,y) = 2* — y*.
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