CLASE 13. POLINOMIO DE TAYLOR EN DOS VARIABLES

MATEMATICA I (B). 2° CUATRIMESTRE 2023

PROF. ARIEL SALORT

1. PorLinoMIO DE TAYLOR
Recordemos de la clase pasada:

Dada f: I CR — R, z¢ € I tal que existen f (x0), f' (zo), f” (z0),. .., f™ (x0) entonces el polinomio de Taylor
de f centrado en (o alrededor de) zy de orden n es el polinomio de grado menor o igual a n dado por:

" T 9 (n) P n
Po@) = f (@0) + £ (@0) (2 20) + T8 (- o4 LD (e,

Este polinomio cumple que
Py o (z0) = f(20)
P, . (z0) = f'(x0)
Py o (x0) = f"(w0)

P (o) = ) (o).

n,xro

Ademas se cumple que

f(@) = Poao(2)

li =0.
Iigllo (33 — Io)n
Ejemplo: Dada f(z) = e*~!, Calcular el polinomio de Taylos de f de orden n centrado en zo = 1. Dar
aproximaciones de e~ %! usando P; y P.
Resolucion: calculamos primero las derivadas de f:
f(x) :€I_17 f/(z) :ew_l’ f(")(x) :ew_l'
Entonces
)= F) == [0 = =1

Entonces el polinomio buscado es

1 1
Poi(z) = 1+1~(x—1)+§(x—1)2+§(x—1)3+---+—(x—1)”.
En particular,

1 1

P3(0.9) =1+ (09-1) + 5(0.9 12+ 5(0.9 —1)3
1

= 1-0.1+ 5(0.01) — 2(0.001)

= 0.9048333...

1
6

P4(0.9) = P3(0.9) + %(0.9 — 1)* 2 0.9048375.
Si usamos le calculadora e 0! ~ 0.9048374 . . ., entonces
e %1 — P3(0.9) ~ 0.000004 = 4 x 107°
e %1 — P,(0.9) ~ 0.0000002 = 2 x 1077

Si quisiera un error menor que 10710 ;sé a priori hasta que orden de polinomio de Taylor necesito?
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2. ERROR DE APROXIMACION

Dada f, si P, 4, es el polimomio de Taylor de f centiado en zg, el error que cometemos al hacer P, ,,(z) en
lugar de f(z) cerca de z viene dado por

Si llamanos R, zo(z) al resto:
de manera que

entonces
Error = |R,, 4, (2)].

3. REsTO DE TAYLOR

Dada f: I CR =R, zo € I y f que tiene hasta derivada n+ 1 en zg, si P, 4, () es el polinomio de Taylor de f
centrado en x( de orden n, entonces

_ ()

By () = (n+1)! (z = 20)

donde ¢ es un punto desconocido entre xg y x.

Ejemplo: Para f(r) = e*~! queremos aproximar e~ ’-! con error menor que 107'°. Entonces queremos n para

que el polinomio de Taylor de f centrado un 1 de orden n satisfaga que
|£(0.9) — P, 1(0.9)] < 1070
es decir queremos que
|R,1(0.9)] < 1071
Usando le féormula para el error dada arriba

f(n+1)(c)

Fn.1(09) = (n+1)!

(0.9 —1)"*!

con c entre 0.9 y 1.
Como f("+1)(z) = e*~! siempre, tenemos que

ecfl(_O.l)nJrl
R,1(09) = ———F—

1(0.9) 1)
con ¢ € [0.9,1]. Entonces

e ot eyt ()"
o OO = (n+DY  (n+ 1) <(;Lo+1)!

donde hemos usado que e“~1 < e < 1 porque ¢ € 0.9, 1].

Vemos que sin =5

6
3 (10) ~4x107°
e

(=}

sin==~6
1\7
3 (o)
7!
Entonces tendremos que desarrollar el polinomio de Taylor hasta orden 6.

~5x 107" <1071
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4. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Dada F(z,y) = 23y + 22 — y* vimos que F es diferenciable y
oF

oy (TY) = 3%y +2

OF

ﬁiy(x’y) =a® —4y°

donde %—I; y %—5 son dos nuevas funciones de dos variables, entonces ;las puedo volver a derivar? veo que ambas son
polinomios y por lo tanto diferenciables, luego puedo calcular sus derivadas parciales

o (OF 0 (OF

— | =— =6 — | =— = 322
o (ax> (z,y) = 6y, 9y <8x) (z,y) =3z
0 (0F 0 (OF

— = ) @y =322 (5 ) (z,9) = —12%
3w<6y>(xy) ! 31/(32/)(“/) Y

A estas derivados se los llama derivadas sequndas y se usan las siguientes notaciones

2
(Fy), = Fyo = o°F 0 (8F>

922~ Oz \ Or
2
(Fr)y = Foy = gy;; - 5%/ (gi>
== = 3 (5)

Observemos que en el ejemplo anterior
0*F 0*F
) =3 2 = ) .
90z (z,y) =3z 020y (z,9)

A estas derivadas se las llama derivadas segundas cruzados (porque derivamos una vez respecto de cada variable).

- . . 2 2 .
Teorema: si F : D C R?2 — R tiene ambas derivadas cruzadas OF O°F son continuas en D, entonces son
Oxzdy’ dyox’ y ’

. . 2 2
iguales para todo (z,y) € D. Es decir ngy(x’ y) = %(xvy)'
5. POLINOMIOS EN DOS VARIABLES
Un polinomio P(x,y) es una funcién que es suma de términos de la forma
azy™ n,m € Ny.
Ejemplo: 223y, 3z*, —5y°, 2197, ...
El grado de cada término az"y™ es n + m.

Ejemplo:

El grado de un polinomio es el maximo de los grados de cada uno de sus términos.

Ejemplo: P(x,y) = 223y + 3z* — 5y° +2'%7 entonces gr(P) = 17.
— N ——

gr=4 gr=4 gr=>5 gr=17
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Un polinomio de grado menor o igual a 1 tiene la expresion:

P(z,y) =a+bx+cy

con a, b, c nimeros reales(es un plano!).

Un polinomio de grado menor o igual a 2 tiene la expresion:

Q(z,y) =a+bx+ cy + de? + exy + fy?
con a,b,c,d, e, f nimeros reales.

6. PoLINOMIO DE TAYLOR DE DOS VARIABLES

Vimos hasta ahora como aproximar una funcién de dos variable F'(x, y) cerca de un punto del grafico (zo, yo, F' (o, Y0))
por el plano tangente al grafico de F' en ese punto. Este plano tiene la expresion

oF oF
z= F(z0,Y0) +76 (20, 90)(z — x0) + -~ (0, %0)(y — Yo)-
N—_—— P 8y

. —— —_———
es un ndamero

€8s un namero es un namero

Entonces vemos que el plano tangente es um polinomio de grado menor o igual a 1 que ser4 el polinomio de Taylor
de orden 1.

Se tiene lo siguiente:

Polinomio de orden 1: El polinomio de Taylor de orden 1 de F alrededor de (z,yo) viene dado por

oF oF
Pl(xay) = F(x()ayo) + O (x()uy()) ({L‘ - .’E()) + Fy (x07y0) (y - y0)7

que tiene grado menor o igual a 1 y es el plano tangente al gréafico de F en (zo, yo).
Ademés, es el polinomio de grado menor o igual a 1 que mejor aproxima a la funcion cerca de (zg, yo).

Por ultimo, el polinomio de Taylor de orden 1 de F' en (xg,yo) es el tnico polinomio de grado menor o igual a 1
que satisface

F (20,90) = P1 (z0,%0)

OF (ro10) = 222 (0, 30)
o Zo,Yo) = o Zo, Yo
OF oP,

o (zo,Y0) = o (w0, yo) -

Polinomio de orden 2: El polinomio de Taylor de orden 2 de F alrededor de (x¢,yo) viene dado por:

oF oF
Py(x,y) = F (w0,y0) + O (w0, y) (z — o) + oy (w0, y0) (¥ — %o)

1 [0%F 9 0*F 0*F 9
T3 | o2 (o, 40) (x — x0)” + 28x8y (20, y0) (z — 20) (¥ — ¥o) +87y2 (20, Y0) (¥ — yo)
que tiene grado menor o igual a 2 y es al polinomio de grado menor o igual a 2 que mejor aproxima a F' cerca de
(zo,%0).

Por ultimo, el polinomio de Taylor de orden 2 de F en (xg,yo) es el Gnico polinomio de grado menor o igual a 2
que satisface

F (20,90) = P2 (0, Y0)
oF 0P,

%(95073/0): Oz (w0, y0)

oF oP.

87; (z0,%0) = 8y2 (w0, y0) -
O*F 0% Py

w2 (w0, 90) = 02 (z0,Y0)
PE o 0) = 22 (g, o)
910y 0, Yo 78x6y 0, Yo
O*F 0% Py

Tyg (w0, 90) = Tyg (z0,Y0) -
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Ejemplo: Calcular el polinomio de Taylor de orden 1y 2 de F'(z,y) = e*~¥ alrededor de (0,0).

Primero calculamos las derivadas hasta grado 2:
oF oF

%(x,y) =Y = %(an) =
Grmp =) = R0 = -1
= = 2o
g;gy (@) = " Y(-1) = gjgy (0,0) = -1
(p;a;;—‘(x,y) =Y = 8;;1(070) =1

Ademas F(0,0) = 1.
Entonces el polinomio de Taylor de orden 1 (es decir, el plano tangente) es:

Pu(o.9) = F(0.0) + 50,0/ = 0) + 5 (0.0)(y - 0)

=14+l z-1-y=14+2—y.

y el polinomio de Taylor de orden 2 es:

oF
Py(z,y) = F(0,0) +

(0.0)(z ~ 0) + 50,0y 0

ox

1 [0*F 9 0*F 0*F 9
== — 2 — — —
+3 | Far 0.0 = 0 + 252 (0.0)z 0y~ 0) +5(0,0)(y - 0)

1

:1+x—y+§[1~x2—|—2(—1)x—y—|—1y2]
_ o Lo 1
=l+z y+2x a:y+2y.

Ejemplo: Dada F(z,y) = In(zy + « — y), calcular el polinomio de Taylor de orden 2 de F' centrado en (1,—1)
y usar ese polinomio para dar una aproximacion de F(1.1,—1.2).

Primero calculamos las derivadas:

Fiay) =+ 1) = Fall-1)=0
F,(z,y) = ﬁ'(””‘l) = F,(1,-1)=0
Fuatr) = LDy = WD oy o
el ($y+x<x§)+m(gz)é)(x ’- Iy+x(jy+(zy_y§2+x ’- (:vy+jc—y)2 = Fall-D=1
Fyylt,y) = (z — 1)<xyi_;)y)2 (@—1)= m ~ F,(1,-1)=0
Ademés F(1,—1) = In(1) = 0. Entonces
Py(z,y) = F(1,-1) + g—];(l, —1)(z—1)+ %(1, -Dy+1)
+% 22;(1,1)(331)%25;%(1,1)@1)(y+1)+§£(1,1)(y+1)2
:O+0~(x—1)+0~(y+1)+%[0~(x—1)2+2(x71)(y+1)+0~(y+1)2]

=(x-1D(y+1).

Para das una aproximaciéon de F'(1.1, —1.2) usamos P»(1.1,—1.2). Entonces
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F(1.1,-1.2) ~ Py(1.1,—-1.2) = (1.1 = 1)(=1.2 4+ 1) = (0.1)(—0.2) = —0.02.

Observar que el F(1.1,—-1.2) = —0.0202027....
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