CLASE 6. MATRICES DIAGONALIZABLES

MATEMATICA I (B). 2° CUATRIMESTRE 2023

PROF. ARIEL SALORT

1. DIAGONALIZACION DE MATRICES

Procedimiento para determinar si una matriz es diagonalizable en R é C, y en caso de que lo sea, como armar
las matrices C'y D.

Dada A € R*»*™ o C™*™

19) Calculo el polinomio caracteristico x4 (A\) = det(AI — A).

292) Calculo los ceros de x4(\), que son los autovalores de A.

39) Para cada A encontrado calculo todas las soluciones de (A] —A)v = 0. Obtengo asi los autovectores asociados.
De estas soluciones me quedo con un conjunto de vectores v # 0 que generan todas las soluciones.

Ejemplo:
a) Si las soluciones de det(A — A)v = 0 son z(1,1,0), € R, entonces me quedo por ejemplo con v = (1,1, 0).

b) Si las soluciones de det(A — A)v = 0 son y(1,1,0) + 2(0,1,1), y, 2 € R, entonces me quedo por ejemplo con
v=1(1,1,0) y con v = (0,1,1).

42) Cuando termine con lo anterior, me fijo si tengo tantos autovectores elegidos en el paso 32) como filas o
columnas de A (o sea, n)

Si no tengo n autovectores, esto me dice que A no es diagonalizable.

Si tengo n autovectores, esto me dice que A si es diagonalizable, y sélo queda armar la matriz C de n x n
poniendo los autovectores en las columnas de C.

Ademds, podemos armar D poniendo en la diagonal los autovalores de A (en el mismo orden que los autovectores
asociados).

Si cuando terminé, C, D € R™*"™ puedo entonces decir que A es diagonalizable en R, y entonces también lo serd

en C.

Por el contrario, si C, D € C"*™ pero C, D ¢ R™ ™ entonces puede decir que A es diagonalizable en C pero no
en R.

2. CASOS POSIBLES EN UNA MATRIZ DE 2 X 2

. Qué casos posibles tenemos para A € R2x2?

1) Tenemos dos autovalores reales:
xa(A) =(A—a)(A—=b)
con a,b € R.
Puede ocurrir lo siguiente:
a) Si a # b, entonces tendremos que A es diagonalizable en R. Es decir, vamos a encontrar u y v autovectores
de a y v, respectivamente, y tendremos que

U1 | (% a 0
o= |0 G 4)
b) Si a = b, si cuando resuelvo (al — A)x = 0 encuentro dos vectores que generan todas las soluciones, entonces

O<u1 | 1)1)7 D<a 0)'
ug | w2 0 a

1



2 CLASE 6. MATRICES DIAGONALIZABLES

Notar que en este caso

A=C.D.Cl'=Cal.C ' =a.CIC = AT = (g 2) .

Es decir, esto va a pasar solo si A ya era originalmente un miltiplo de la identidad (y entonces ya era diagonal).

c) Si a = by cuando resuelvo (al — A\)x = 0 encuentro un solo vector que genera todas las soluciones, entonces
A no va a ser diagonalizable.

2) Cuando tenemos autovalores complejos:
Xa(A) = (A =2)(A —w)
con z,w € C.
Como A € R?X2, es este caso siempre tendremos que w = z. Es decir, si z = ¢ + di con d # 0 es una raiz de
xa(N), entonces zZ = ¢ — di serd la otra rafz de x ().

Ademas, si v es un autovector asociado a z, v serda un autovector asociado al autovalor Z.
Entonces, en este caso siempre la matriz serd diagonalizable en C.

3. (CASOS POSIBLES EN UNA MATRIZ DE 3 X 3

1) Tenemos tres ceros reales diferentes
xa(A) = A =a)A=b)(A=¢)
con a,b,c € R distintos.

En este caso siempre se van a encontrar v,, vp v v. autovectores asociados a los autovalores a, b y ¢ respectiva-
mente, y tendremos la correspondiente matriz C' con columnas dadas por v, vp v v, v la matriz D serd

a 0 O
A=10 b 0
0 0 ¢

y A= C.D.C7', con lo cual A a a ser diagonalizable en R.

Observacién: Esto pasa en general en dimensiéon mayor: si A € R™"*" y se tienen n autovalores reales diferentes,
entonces A serd diagonalizable en R.

2) Tenemos un autovalor real repetido:
xa(A) = (A —a)* (A —b)
con a,b € R distintos. Es decir, tenemos un autovalor repetido (con multiplicidad 2).

Cuando busquemos soluciones de (bI — A)z = 0 vamos a encontrar que el conjunto solucién (es decir, los
autovectores asociados al autovalor b son miltiplos de un cierto autovector que elegimos y llamaremos vy.

Observacién: Esto siempre pasa. Si un autovector es una raiz simple (sin multiplicidad) de x4 (), entonces los
autovectores asociados a ese autovalor vienen dados como los multiplos de un solo autovector.

Cuando miremos las soluciones de (al — A)z = 0, pueden pasar dos cosas:

i) que el conjunto solucién se escriba como las combinaciones lineales de dos vectores (que no son uno miltiplo
de otro), es decir, los autovectores asociados al autovalor a vienen dados por (z,y, z) = aug + Bv, con a, 5 € R,
Uq, Ve autovectores asociados al autovalor a que no son multiplos.

En este caso tendremos que A es diagonalizable en R y escribimos

a 0 O
C = (ua|va|vb) , D=10 a 0
0 0 b

Recordar el mantener el orden de los autovectores y autovalores asociados.

ii) Que el conjunto solucién se escriba como los miiltiplos de un solo autovector v,. En este caso tendremos que
A no es diagonalizable ya que no me alcanzan los autovectores para aramar la matriz C' de 3 x 3 (tenemos solo v,
y vy como autovectores)

3) Tenemos 3 ceros reales repetidos:
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con a € R.
Acé puede pasar que al estudiar las soluciones de (al — A)x = 0 tengamos:

i) Que las soluciones vienen dadas por los multiplos de un solo autovector o por las combinaciones lineales de
dos autovectores (que no son multiplo). En ambos casos tendremos que A no es diagonalizable ya que no alcanzan
los autovectores para armar la matriz C.

ii) Que las soluciones vienen dadas por las combinaciones lineales de 3 autovectores. Convencerse que si pasa
esto, es porque A era diagonal y de hecho, A = a.1d.
4) Tenemos un autovalor real y dos complejos conjugados.
xa(A) = (A —w)(A —w)(A —a)
cona €R, weC, conw¢R.
Observacién: Si A € R3*3 tiene coeficientes en R y w € C\ R es un autovalor de A, entonces @ es también un
autovalor de A.

En este caso tendremos que las soluciones de (al — A)x = 0 nos da los miltiplos de un autovector v, y las
soluciones de (wl — A)x = 0 nos da los multiplos de un autovector v,,. Ademds, sabemos que por ser A con
coeficientes reales, 7, serd un autovector de w y las soluciones de (wl — A)z = 0 son multiplos de 7,

En resumen tenemos:
autovalores = {a, w, w}
y podemos elegir para armar la matriz C
autovectores = {vg, Uy, U }-
Luego A sera diagonalizable en C y no en R.
Observacién: Si A € R3*3 entonces x4 () es un polinomio de orden 3 que puede ocurrir:

a) tiene todos sus raices reales: i) distintas, ii) una con multiplicidad y otra distinta, iii) una con multiplicidad
triple

b) tiene una raiz real y dos complejas (no reales). En este caso, las raices complejas son una conjugada de la

otra.

4. VOLVIENDO AL EJEMPLO

Volvemos al ejemplo con el que empezamos de J(¢) y A(t). Tenfamos
Jt+1)\ _ (05 15\ [J()
At+1)) ~\o1 07)\4@)

() = (i)

Ademas, habiamos calculado en una clase anterior que
3 -5\ (1 O
v=( )G
3 =5\ (1" 0 5 2
w= ()G @) (D)
1L 1)X0 (5)) \—5 3
Si queremos saber que les pasa a las poblaciones J(t) y A(t) cuando ¢ — oo para una cierta poblacién inicial

(J(0)>7 podemos hacer M? (J(O)> y tomar limite

A(0) A(0)
()
M M (A(O))

de donde habiamos visto que

"
7 N
| 0|~
oo|—
0o|wo] et
"

Por lo tanto

aunque mas facil va a ser hacer lo siguiente:
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) es autovector de autovalor 1 de M, es decir

/()1 ()
w ) -ml) ()1 )

Repitiendo esto, convencerse de que
3 3
t —
w(@)-C)

es un estado de equilibrio ya que de una generacion a otra siempre queda igual.

(3
recordar que 1

Entonces

3
1
No es el tinico equilibrio, cualquier miltiplo «(3,1) con o > 0 lo serd, y tendremos

(3 (3
Jim M (1)_(1)

. -5 .
Recordar también que < 1 ) es autovector asociado al autovalor %7 con lo cual

Observacion: en este caso,

entonces

En general, convencerse de que

y que

Qué hacemos si ah . 200
. Qué hac s si ahora queremos calcular lim;_, o, M* ( )?
> (que son los autovectores de M). Es decir, a, 5 € R

o 200 S 3 5
Escribimos a (120) como combinacién lineal de <1> y ( 1

de manera que
200 3 -5
(i20) == (1) =2 (V).
Es decir, tenemos el sistema de dos ecuaciones lineales

200 =3a — 58, 120 =a + 8.
200 3 -5
<120> =100 <1) +20 < ) ) .

. (200 ., 3 -5
M (120> Y <100 (1>+20< 1))
= 100M* (i’) +20M* (15)
3 1\' /=5
_ Lt - -
e () () (),
o (200) 3\ (300
S M <80> = 100 <1) - (100) '

Resolviendo, oo = 100, 8 = 20. Entonces

Luego

Tomando limite:
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5. ESTADOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD

Definicién: Dado un sistema S(t + 1) = AS(t) con A € R"*" y S(t) € R"*! decimos que un vector v € R"*!
es un estado de equilibrio del sistema si

a) Av =v (v queda fijo por A)
b) v representa un estado posible del sistema (por ejemplo, si S(t) es un vector de cantidades no negativas, v

debe ser un vector donde cada coordenada sea mayor o igual a cero)

Observacion: el vector v = 0, si es un posible estado del sistema, es un estado de equilibrio ya que A0 = 0
siempre.

Definicién: diremos que 0 (el vector 0) es un estado de equilibrio estable del sistema S(t + 1) = AS(¢) si para
cualquier configuracién inicial S(0) se tiene que

lim S(t) = lfm A'S(0) = 0.

t—o0 t—o0

Observacion: Si todos los autovalores de A tienen mdédulo menor que 1, entonces 0 es un equilibrio estable.
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