Resolucion del segundo parcial

1. Hallar los méximos y minimos absolutos de la funcién f(z,y) = 22 — 2y> + 1 en la
regién triangular (incluye bordes) limitada por las rectas y = —z+ 1, y =x + 1y
y=—1.

Solucién:

La region R donde queremos buscar los maximos y minimos absolutos de f es:

Como R es una region cerrada y acotada y f es continua en R, por el Teorema de
Weierstrass tenemos que f alcanza méaximo y minimo absolutos en la regién dada.

Buscamos primero los puntos criticos de f en el interior de la regién. Para ello
hallamos los valores de x y y que anulan el gradiente de f:

Vf(z,y) = (2z,—6y%) = (0,0) = r=0 e y=0.

Luego, el unico punto critico en el interior de la region es el (0, 0).
Los vértices de la regién son puntos criticos, éstos son: (0,1), (—=2,—1) y (2,—1).
Para buscar el resto de los puntos criticos en el borde de la region, parametrizamos
cada segmento y componemos cada parametrizacion con la funcién f:
» 01(t) = (t,—t+1), cont € (0,2)
hi(t) = (foo)(t) =t —2(—t+1)3+1
Ry (t) = 2t+6(—t+1)*=62—10t+6 =0 <& ¢
No hay puntos criticos de f sobre oy.
» 0y(t) = (t,t+ 1), con t € (—2,0)
ho(t) = (fooo)(t) =t —2(t+1)3+1
Ry(t) =2t —6(t+1)> = —6t>—10t—6=0 <& ¢
<_27 0)
No hay puntos criticos de f sobre o,.
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» 03(t) = (t,—1), con t € (—2,2)
ho(t) = (fooz)(t) =t*—1
hi(t)=2t=0 < t=0¢€(-2,2)
El punto ¢t = 0 se corresponde con el punto (0, —1), el cual es un punto critico
de f sobre o3.

En resumen, todos los puntos criticos de f en la regién R son (0,0), (0,—1),
(Ov 1)’ (_27 _1) y (27 _1)'

Finalmente, evaluamos f en todos los puntos criticos para determinar cual es
su valor méaximo y su valor minimo: f(0,0) = 1, f(0,—1) = 3, f(0,1) = —1,
f(=2,-1) =7y f(2,-1) =T

El méximo de f es 7y se alcanza en (—2,—1) y (2,—1).

El minimo de f es —1 y se alcanza en (0, 1).

2. La medida de un pez en centimetros a tiempo ¢ meses de vida se define como x(t).
Se supone que el pez crece de acuerdo con la ley de von Bertalanffy:

{x’(t) = k(34 — 2(1))
z(0) =2

a) Sabiendo que a la edad de 4 meses, el pez mide 10 centimetros, determinar la
constante de crecimiento k.
b) Calcular la longitud del pez a los 10 meses.

c¢) Calcular th z(t) y dar una interpretacién del resultado en el marco de la
—00

dindmica del crecimiento del pez.

Resolvemos la ecuacién diferencial separando variables:

dx dx k
= k(34 — _
dt (3 7) < 34—z t

Integrando obtenemos:
—In|34 —z| =kt +c

Despejando la variable x queda:

z(t) = 34 — Ae ™.

Buscamos A usando la condicién inicial:

2=z(0)=34-A = A =32

Por lo tanto, la solucién de la ecuacién diferencial es | z(t) = 34 — 32e~*

a) Para hallar el valor de k, usamos el dato z(4) = 10:

10 = (4) = 34 — 32~ = k= —



b) Queremos calcular el valor de z(t) sabiendo que ¢ = 10 meses:
2(10) = 34 — 32e51G/4/2 18 41.

Entonces, la longitud del pez al cabo de 10 meses es aproximadamente 18,4

cm.
. _ 1 _ tIn(3/4)/4 _ In(3/4)
c¢) Tenemos que t£+moox(t) t£+moo 34 — 32 34, yaque —f— <0y
lim etln(3/4)/4 =0.
t——+4o00
Interpretacion: A tiempo muy grande el tamano del pez tiende a estabilizarze
en 34 cm.

3. Para el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

¥=x+y
y=-z+y
a) Encontrar la solucién general del sistema.

b) Determine bajo qué condiciones iniciales ambas coordenadas de la solucién
tienden a cero cuando el tiempo tiende a infinito.

Solucién:

a) Podemos escribir el sistema en forma matricial como:

() =) ()

Para encontrar la solucién general buscamos autovalores y autovectores de A:

1—A 1

det(A — A1) :det( 1 1

):(1—)\)2+1:)\2—2)\+2:O

= A= 2:t\/24—8 — 2i22i =141,

Como los autovalores de A son complejos, las soluciones complejas seran conju-
gadas asi que es suficiente quedarnos con una sola solucién compleja y a partir
de su parte real y su parte imaginaria obtendremos todas las soluciones reales
del sistema.

Elegimos el autovalor Ay = 1 4+ ¢ y buscamos un autovector correspondiente:

1—(1+47) 1 a\ (0
-1 1—(1+4)/\b) \O
- 1 a\ (0
-1 —i)\b) \O
Triangulando la matriz de coeficientes obtenemos que

—i 1 feifi+f2 —i 1
(0 L) == (5 o)

es decir



por lo tanto, la relacion entre a y b es —ia + b = 0, con lo cual b = 7a. Asi que
un autovector asociado a A\; = 1+ i puede ser v; = (1,17).

Luego, una solucion compleja del sistema es

1+ C) — et(cos(t) + isen(t)) (1)
) e ()
Concluimos que la solucién general del sistema es:
(20) = e () + e (o)

b) Dado que lim e'cos(t) y lim e'sen(t) no existen, la tnica manera de que
t——+o00 t——+o00

~+

ambas coordenadas de la solucién tiendan a cero es pidiendo que C; = Cy = 0.
Luego, las condicién inicial bajo las cuales esto ocurre es (2(0),y(0)) = (0,0).

4. Para el siguiente sistema no lineal:

{Jf’ =z(=4+y)
y'=-yB+u)

a) Hallar todos los puntos de equilibrio y analizar la estabilidad de cada punto.

b) Esbozar el diagrama de fases alrededor de cada punto de equilibrio.

Solucién:

a) Buscamos los puntos de equilibrio del sistema:

r(—4+y)=0
—yB3+x)=0

Observamos que la ecuacién x(—4 + y) = 0 se cumple si x =0 6 y = 4.
Analizamos que ocurre con la segunda ecuacion en ambos casos:
= Si z = 0, tenemos reemplazando en la segunda ecuacion que —3y = 0, con
lo cual y = 0. Esto dice que (0,0) es un punto de equilibrio.
» Siy = 4, tenemos reemplazando en la segunda ecuaciéon que —4(3+z) = 0,
con lo cual z = —3. Esto dice que (—3,4) es el otro punto de equilibrio.
Los puntos de equilibrio del sistema son: (0,0) y (—3,4).

Para estudiar la estabilidad de cada punto de equilibrio, buscamos la matriz
diferencial del campo F(z,y) = (z(—4+y), —y(3 + 2)) y la evaluamos en los
P.E. para obtener el correspondiente sistema linealizado. La matriz diferencial

€s:
(4 +y x
DR = (T )



—4 0
0 -3
es una matriz diagonal, sus autovalores son las entradas de la diagonal, es
decir, \y = —4 y Ay = —3. Los correspondientes autovectores son v; = (1,0) y
Vo = (0, 1)

Como ambos autovalores son distintos y negativos, el (0,0) es un equilibrio
estable.

Estudiemos la estabilidad del (—3,4):
0 -3
DF(~3,4) = (_4 ; )

det(DF(—3,4) — A\I) = det (:i :i) =N-12=0 =)\ =2/3y
Ao = —2¢/3.

Buscamos autovectores:

Para \; = 2¢/3:

Estudiemos la estabilidad del (0,0): DF(0,0) = ) Como DF(0,0)

-2v3 -3 a\ (0
-4 =2v3)\b) \0
Triangulando la matriz de coeficientes obtenemos que

_2\/§ -3 fo—(—2/V3) fi+f2 —2\/§ -3
-4  —2V3 ’ 0 0

por lo tanto, la relacién entre a y b es —2v/3a — 3b = 0, es decir b = —@.

Asf que un autovector asociado a A = 2v/3 puede ser v; = (\/§, —2).

Para \y = —21/3:
(7 25) ()= ()

Triangulando la matriz de coeficientes obtenemos que

(2\/3 —3) P @/VB) fi+ f (2\/3 —3>
LA ALLIELN

—4 23 0 0

por lo tanto, la relacién entre a y b es 2v/3a — 3b = 0, es decir b = @ Asi
que un autovector asociado a Ay = —2v/3 puede ser vy = (\/g, 2).

Como los autovalores de DF'(—3,4) son de signos opuestos, el equilibrio (—3,4)
es inestable.

b) Esbozamos los diagramas de fase correspondientes a los sistemas linealizados:

» Para el (0,0): Las curvas solucién forman pardbolas cuyo eje de simetria
estd determinado por el autovalor de mayor modulo, en este caso A\ = —4
cuyo autovector es (1,0).
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El diagrama del sistema no lineal tiene un comportamiento similar a los dia-

gramas linealizados cerca de los puntos de equilibrio:
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determinadas por los autovectores vy

» Para el (—3,4): Las curvas solucién forman hipérbolas cuyas asintotas estan



