Ejercicio 1: Sea f(x,y) = x3 — 3xy + %yz +1

a) Hallar los puntos criticos de f, y en cada uno de ellos,
analice si la funcidon tiene un maximo local, minimo local o
un punto de ensilladura

Busquemos puntos criticos:
Vi(x,y) = (3x% —3y,—3x + 3y)
Los Unicos puntos criticos van a ser los pares (x,y) que cumplan
que
3x2 -3y =0 (4)
—3x+3y =0 (B)

Por (B) —3x + 3y =0

3y = 3x
y=x
Usando esto en (A)
3x2 -3y =0
3x2—-3x=0
3x(x—1)=0
3x=0 x-1=0
x=0 x=1

Asi que conseguimos dos puntos criticos: (0,0) y (1,1). Para
clasificarlos, veamos si podemos usar el criterio del Hessiano:

fxx(x::)’) — 6X, fxy(xf y) — _3;fyy(x; y) =3

Hfey) = (25 7))

Hroo = (" )
det(Hf(0,0)) = -9 <0

Por el criterio del Hessiano, (0,0) es un punto silla

_ (6 =3
HFAD = (5 )
det(Hf(1,1)) =18—-9=9> 0
Como, ademas, 6>0, por el criterio del Hessiano, (1,1) es
minimo local



Considere un recipiente triangular cuya base podemos pensar como la region encerrada
entre las rectas y = 0, r = 2 v y = 2z. En el recipiente se colocan dos sustancias de tal
forma que la acidez de cada punto en la base del recipiente viene dada por la féormula

flz,y) = x* — 3zy + Eyz + 1. Halle los puntos donde la acidez fue maxima vy minima.

Veamos como es la region triangular. Empecemos dibujando las 3 rectas:

1 4
6 4




Luego, la region triangular es:
1 4

Por el grafico vemos que A=(0,0), B=(2,0) y C=(2,4)

Sino lo vemos, cada uno de esos puntos es la interseccion de 2
de las 3 rectas del enunciado.Por ejemplo: C es la interseccion

de x=2; y=2x

|

X =2
y = 2x

La regidn es cerrada (porque incluye el borde, que son los lados
del triangulo), y acotada, (porque podemos encerrar la region
dentro de un circulo).

Como la region es compacta y f es continua, por el Teorema de
Weierstrass, sabemos que existen maximos y minimos
absolutos de f en el triangulo

Vamos a buscar todos los puntos criticos (los que estén en el
interior, en el borde, y los 3 vértices)

* Puntos criticos en el interior: Buscamos los pares (x,y) que
estén en el interior del triangulo y, ademas cumplan que

Vf(x,y) = (0,0)
Por a) sabemos que los puntos que Vf(x,y) = (0,0) &
(x,y) = (0,0)0 (x,y) = (1,1).Descartamos al (0,0) porque no
pertenece al interior

Asi que conseguimos al primer punto critico P; = (1,1)

e Puntos criticos en el borde:
El borde esta formado por los 3 lados del triangulo:




Lado 1: P, = a(0) = (0,0)

A . - B Lado 2 I N o
1 0 1 2 3
-1 a
Parametricemos el segmento:
o(t) = (t,0),cont € [0,2] 1
3 A B
g(t)=f(0(t))=f(t,0)=t3—3t*0+§02+1 R a °
=t>+1 Parametricemos el segmento:
g@®) =t>+1,te[0,2] a(t) = (2,t),cont € [0,4]
Busquemos pc en (0,2): 3
g =fle@®))=f2,t) =23 -3 «2xt+=t>+1
g)=0 ] 2
3t =10 =9—6t+t’
t=0,€(0,2)

3
. " , g(t) =9 —6t+=t%te[04]
Los bordes del intervalo son puntos criticos de g. Asi que 2

conseguimos dos pc mas para f Busquemos pc en (0,4):



g'®)=0
—6+3t=0
t =2 € (0,4)
Conseguimos otro pc: P, = d(2) = (2,2)
Agregamos los bordes:P; = a(0) = (2,0) = P;
P = o(4) = (2,4)
Lado 3:

Parametricemos el segmento:

a(t) = (t,2t),cont € [0,2]

3
g@®) =f(o(®) =f(t,2t) =t3—3*t*2t +E(2t)2 +1
=t3—6t2+6t°+1
gt) =t3+1€]0,22]
Busquemos pc en (0,2):
Esta cuenta es la misma que hicimos para el lado 1 (ya vimos que no
hay pc en (0,2))
Agregamos los bordes:

P, = 3(0) = (0,0) = P,
Py = 0(2) = (2,4) = P,

Agregamos los vértices del tridngulo:

Los vértices son (0,0), (2,0) y (4,0). Ya los agregamos antes (son P,,P,,y
Pe)

f(1,1) =1/2
£(0,0) =1
f(2,0) =9
f(2,4) =9
f(2,2) =3

Los puntos donde la acidez es maxima son (2,0) y (2,4) (la acidez vale 9)
El punto donde la acidez es minima es (1,1)
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2. Un tanque que contiene inicialmente 60 litros de agua pura recibe durante una hora una
mezcla con 6 gramos de sal por litro de agua, a una velocidad de 2 litros por minuto. Si-
multaneamente, durante el mismo periodo se extrae agua desde el tanque hacia el exterior
a una velocidad de 3 litros por minuto.

a) Deduzca una ecuacion lineal (no homogénea, a coeficientes no constantes) para la

funcion z(t) que indica la cantidad de sal en el tanque para cada tiempo { entre 0 y
60,

b) Resuelva esa ecuacion y halle x(t).

c) ;Cual sera la concentracion cuando solo quede un litro de agua en el tanque?

a) x(t)=# sal a tiempo t
Ax = variacion de x(t) en un intervalo At

Ax = (#sal que entra — #sal que sale )At

[
#sal que entra = 6g2— — 12£
[ _m m

[
#sal que sale / 3—

/ [ m
Concentracién de sal en el tanque a tiempo t, y V(t) es el
volumen de agua en el tanque a tiempo t):




V(t)=60+2t-3t=60-t

x(t) g 1 3x() g
60—tl m 60—tm

#sal que sale =

Ax 3x(t)
At 60 —t
Tomando Al%mo de ambos lados del igual:
3x(t)
"(t) =12 -
x'(0) 60 — ¢t
3x(t)
"(t) =12 —
x'(0) 60 — t

x(0) = 0 (inicialmente hay agua pura)

b) Resolvemos el sistema homogéneo asociado:
3x

60—t
x _ S six%0
x 60—t F

x' =

1dx_ 3
x dt 60—t

jld-—j S
x T Te0—¢

1
Inlx| = —3 dt
il 2| j60—t

In|x| = 3n|60 —t|+ C,conC € R

elnlxl — eSln|60—t|+C
c _
x| = e3ln|60—_ k,k >0
x| = eln|60—t|3k
|x| = k|60 — ¢|3

x =k|60—t|®> ,conk #0
Como t esta entre 0 y 60, 60-t>0
x(t) = k(60 —1t)3,k#0



Si k=0, x(t) = 0 verifiquemos si es solucién o no:

3x
60—t
3*0
60—t
0=0

x' =

Luego, x(t)=0 es solucién. Asi que todas las soluciones de
la ecuacion homogénea son:

x(t) = k(60 —t)3 k eR

Busquemos una solucion particular. Usamos el método de
variacion de las constantes: Para eso, proponemos como

solucion:

x(t) = k(t)(60 — t)3
x'(t) = k'(t)(60 — t)3 — k(t)3(60 — t)?
Usamos esto en la ecuacion diferencial:
3x(t)
60 —t
3k(60 —t)3
60 —t

x'(t) =12 —

k'(60 —t)3 — 3k(60 —t)? =12 —

k'(60 — )3 — 3k(60 — )% = 12 — 3k(60 — t)?
k'(60 —t)3 =12
K =12(60 —t)~3

k = j 12(60 —t)~3dt

k = 12[(60 —t)73dt

60 —t) 2
12( ) +C
-2
k=6(60—-t)"2%2+C

Tomamos C=0. Asi que una solucidn particular es
x(t) = k()60 —t)3 = 6(60 —t)"2(60 — t)3 = 6(60 — t)
Asi que todas las soluciones de la ecuacidon son:
x(t) = k(60 —t)3+6(60—t),k€eER
Usando la condicién x(0)=0

x(0) = k(60 — 0)3 + 6(60 — 0)
0 = k603 + 360



—360 = k603
—360/603 = k
~1/600 = k

x(t) = —& (60 —t)3 + 6(60 — t)

c)éCual serd la concentracion cuando solo quede 1litro
de agua en el tanque?

Ya vimos que el volumen de agua en el tanque a tiempo
t viene dado por la formula 60-t

éEn qué tiempo hay 1l de agua en el tanque?
1=60-t
t=59

Nos piden la concentracién de sal a los 59 min.

x(59) 1 3

== x(59) = ~ 200 (60 —59)3 + 6(60 — 59)
1 L6 3599
600 600

3. Halle la solucion de la ecuacidn de segundo orden
" —z —6z =0
que satisface r(0) =4 y z'(0) = -3,
Haciendo el siguiente cambio de variables: x" = y
Entonces x" = y’. Usando estos datos en la ecuacién:
x"—x"—6x=0
y' —y—6x=0
y'=y+ 6x
Debemos resolver el siguiente sistema:
x’ =
() {y’ =y -I%,6x
La condicidn inicial es: x(0)=4 y x’(0)=-3
x(0)=4y y(0)=-3
Resolvamos el sistema (*) En forma matricial:
()= DG
y' 6 1/\Y

Busquemos los autovalores de A = (2 1)



_ —A 1 _ NN e— 221
xa@ =det(" 1 )=-20-H-6=22-2-6
AP—-1-6=0

Usando la resolvente, llegamosaque A = —2 03

s =5 ) s =((3))

La solucion general del sistema es:

(f/%%) = e (_21) + czet (;) ,concy,c; ER

Busquemos c¢; y ¢, Para eso, usamos las condiciones iniciales:

(D) = cre 20 (3) + crero (2)

(5)=a(G)+e()

—Cc1tc, =4
2¢1 + 3¢, =3

Co =4+ ¢4

2¢1 + 3¢, = -3
2c; +3(4+c¢)=-3

5C1 + 12 = _3
5C1 — _15
1 = —3

cb=44+c;=4—-3=1
(i) =3 () +e* (3)

Finalmente, x(t) = 3e~2t + e3¢



4. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales

i ¥ 4 y
r=e3r(x’—y—1)

{y’ — —ye”

a) Halle todos los puntos de equilibrio del sistema y analice la estabilidad de cada uno

de ellos.

b) Esboce el diagrama de fases del sistema en un entorno de cada punto de equilibrio

estable.

a)Puntos de equilibrio:

e%(x2 —y—1)=0(4)
~ye* =0 (B)
Por (B) y=0 o e*’ =0
Si y=0, por (A)
(x> —-0—-1)=0
x2—1=0
x=x1

Los puntos de equilibrio son (1,0) y (-1,0)

El sistema es no lineal, veamos si podemos usar el teorema de
estabilidad lineal.

1 v y
eV/22x 2(x> —y—1)+ez(-1)

DF (x,y) = 2°
—2xyex2 —e
(2 -1
pFLO = (5 _)
Calculemos los autovalores:
2—A —1 N
det ( ) _e_/l) = (2= 1) (=e— 1)
Los autovalores son 2 y -e.
Como ambos autovalores tienen parte real no nula. Podemos usar el

teorema de estabilidad lineal: como tenemos un autovalor real
positivo y uno negativo, el (1,0) es un punto silla



DF(—1,0) = (_02 :Z)

Los autovalores son -2 y -e.
Como ambos autovalores tienen parte real no nula, por el

teorema de estabilidad lineal: como tenemos dos autovalores
negativos, el (-1,0) es un punto de equilibrio estable.

b) Solo debemos esbozar el diagrama cerca del (-1,0). Para eso,
busquemos autovectores:

S_p = (((1))>
Paral = —e (_20+ ¢ _01|g)
(-2+e)x=y
I
T ot

1
O) Como -2<0, las

trayectorias se acercan al punto de equilibrio.

Debemos dibujar los multiplos del (

1

Ademas, debemos dibujar los multiplos de (—2+e). Como -e<0,
1
las trayectorias se acercan al punto de equilibrio.

En el resto de los casos, dibujamos ramas de parabolas que se
acercan al punto de equilibrio.

Estas ramas se pegan a la recta correspondiente al autovector
de menor moédulo. En este caso, el -2

El diagrama cerca del (-1,0) es el siguiente:

w




