Ecuaciones Diferenciales A /B — 2° cuatrimestre 2023

PrAcTICA 7: ESPACIOS DE SOBOLEV Y SOLUCIONES DEBILES

Ejercicio 1. Sean U C R" abierto, 1 < p < o0, k € Ny a € Nj tal que |a| < k. Demostrar
las siguientes propiedades para u,v € W*P(U):

1. Dy € Wk=lelr(1).
DP (D%u) = D% (DPu) = D*"Py para todo 8 € N} tal que |8] < k — |a.
au +bv € WFP(U) y D*(au + bv) = aD% + bD“v, para todos a,b € R.
u € WFP(V) para todo V C U abierto.
Si f € C*(U), entonces fu € WEP(U) y D*(fu) = Z (a) DP fD* Py,
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Ejercicio 2. Sean I = (a,b) C R un intervalo y 1 < p < oo. Demostrar los siguientes
resultados:

1. Si w € WHP(I), entonces existe % € AC(I) tal que u = 4 en casi todo punto de I y la
derivada débil de u coincide (como elemento de LP(I)) con la derivada de @ en sentido
clasico (que existe en casi todo punto de I).

2. Siue WH(I)y p> 1, entonces:
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Ejercicio 3. Probar que si u € H' (R), entonces 3 (u(- +h) —u) = v’ en L*(R) si b — 0.

Sugerencia 1: Escribir #(u(- + h) — u) como u’ * ¢p, para alguna funcién ¢, adecuada.

Sugerencia 2: Probar primero ||u(- + k) —ull2 < h|ju’||2 (aqui puede ser itil la desigualdad de Jensen) y luego
usarlo para probar la convergencia buscada. Puede ser de utilidad considerar {uy}ren C CS°(R) convergente
auen H'(R).

Ejercicio 4. Sea I = (a,b) C R un intervalo. Probar los siguientes resultados:

1. La inyeccion canonica es continua de H'(I) en L>(I), i.e. H*(I) — L°(I). Mostrar
que este mismo resultado es falso si se reemplaza I por un subconjunto abierto U de
R2.

2. Todo conjunto acotado en H'(I) es precompacto en C(I), y por lo tanto en L?(1).

Sugerencia: Usar el teorema de Arzela-Ascoli.

Ejercicio 5. Sea I = (a,b) C R un intervalo acotado. Probar que si u € HE(I) entonces
u € L>®(I) y existe una constante C' > 0 independiente de u tal que ||u]|c < C||v||2. Concluir
que ||v/[|2 es una norma equivalente a ||ull12 en Hg ().

Ejercicio 6. Sean U C R” abierto, k € Ny 1 < p < oo. Para u € W*P(U) y € > 0 definimos
u® =p.xuen U. = {x € U : dist(z,0U) > e}, donde {p:}c>0 es el nucleo regularizante
estandar (ver Practica 0). Demostrar que u® € C*°(U;) para todo € > 0 y que u® — u en
VVlﬁf(U) sie — 0.

Ejercicio 7. Sea U C R" abierto, acotado y con frontera de clase C'. Probar que si u €
H?(U) N H}(U) entonces existe una constante C' > 0 independiente de u tal que:
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Concluir que ||Auljz es una norma equivalente a la usual en H3(U).
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Ejercicio 8. Sean U C R" abierto y 1 < p < oco. Probar que si u € WIP(U) es tal que
Vu = 0, entonces u es constante en cada componente conexa de U.

Ejercicio 9 (Desigualdad de Poincaré-Wirtinger). Sea U C R™ abierto, conexo y acotado
frontera de clase C''. Probar que existe una constante C' > 0 tal que:

lu = allz < Cf[Vully Vue H'(U),

donde u :][ udz.
U

Sugerencia: Razonar por el absurdo y usar la compacidad de la inclusion H'(U) «— L*(U).

Ejercicio 10 (Regla de la cadena). Sean 1 < p < oo y U C R™ abierto y acotado con frontera
de clase C!. Demostrar que si ' € C*(R) tiene derivada acotada y u € WHP(U), entonces
Foue W (U)y 8;(Fou) = (F'ou)du para todo i =1,...,n.

Ejercicio 11. Considerar el siguiente problema para el operador bilaplaciano:
(1) A*u=f en U, u=0yu=0 en OU,

donde f € C(U) y U C R” es abierto y acotado con frontera de clase C!. La notacion A2
significa A(Au).

1. Demostrar que u € C*(U) N CY(U) es solucion de (1) si y so6lo si es solucién de la
siguiente formulacion débil para (1):

Hallar v € HZ(U) tal que /UAUAU dx = /va dx para toda v € HZ(U),
donde f € L*(U).
2. Demostrar que (1) admite una tnica solucion débil.
Ejercicio 12. Considerar el siguiente problema de Neumann:
(2) —Au+u=f en U, Onu=0 en OU,
donde f € C(U) y U C R™ es abierto y acotado con frontera de clase C'!.

1. Probar que u € C?(U)NCY(U) es solucién de (2) si y solo si es solucién de la siguiente
formulacion debil de (2):

Hallar v € HY(U) tal que /UVu -Vudzr + /qudx = /vadx para toda v € H(U),
donde f € L*(U).
2. Demostrar que (2) admite una tnica solucion débil.
Ejercicio 13. Considerar el siguiente problema de Neumann:
(3) —Au=f en U, Opu=0 en OU,
donde f € C(U) y U C R™ es abierto y acotado con frontera de clase C*.

1. Deducir la formulacién débil para (3) sobre el espacio V = {u € H*(U) : [, udz = 0}
y mostrar que si existe una solucién débil, entonces fU fdx=0.

2. Demostrar que si f € L?(U) verifica fodx = 0, entonces existe una dnica soluciéon
débil de (2) en V. Més atin, dicha solucién es tnica en H'(U), salvo constante.
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Ejercicio 14 (Principio débil del méximo). Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de
clase C!, y sea L el operador eliptico definido por:

n
Ly =— Z 6i(aij(:v)8ju),
ij=1
donde a;; € L*°(U) para i,j =1,...,ny existe A > 0 tal que
n

Z aij(z)€:&; > NP para todo £ €R"™ ytodo xe€U.

ij=1
Se dice que v € H'(U) verifica Lu < 0 en sentido débil o, equivalentemente, que es una
subsolucién débil de Lu = 0 si:

n
/ Z a;j(z)0judivdr <0 Vo e Hy(U), v>0.
Uii=1
1. Verificar que v € C?(U) es subsoluciéon débil de Lu = 0 si y so6lo si Lu < 0.
2. Probar que si u es subsoluciéon débil de Lu =0y ut € H}(U) (es decir u < 0 en 9U),
entonces u < 0 en U.



