0.1. Analisis Complejo-Leonardo Lanciano- Clase 13/11/23- Ho-
mografias y Automorfismos

Ejercicio 0.1.1. Calcular los automorfismos de C*.

Demostracion. La idea de este ejercicio y en general de los ejercicios de clasificaciéon de automor-
fismos en donde consideramos un abierto de C menos un punto es intentar ver que realmente
estd pasando en ese punto. Luego, consideremos f : C* — C* € Aut(C*), tenemos tres opciones:

1. 0 es una singularidad esencial.
2. 0 es una singularidad evitable.
3. 0 es un polo de algtin orden.
De esta manera, estudiamos cada caso por separado.

1. Supongamos que 0 es una singularidad esencial. En general para este tipo de condicio-
nes, se utiliza lo tnico que se tiene a mano que es el teorema de Cassoratti-Weierstrass.
Sabemos que para todo ¢ > 0, f(ID¢(2z0)\{zo}) es denso en C. Luego, sea V = ((D1(3))°)
(notar que estos niimeros estdn elegidos para estar lejos del cero, pero se puede agarrar
cualquier otro). Observemos que como V es abierto f es un homeomorfismo, entonces f (V)
es abierto. M4s atin, para ¢ lo suficientemente chico, por ejemplo 3, tenemos que f (D% (0))

es denso en C. De esta forma tenemos que:

@ = f(V A Dy(0) = (V) n (D} (0)) # &.

1
2
Lo cual es una contradiccién que vino de suponer que la singularidad podia ser esencial.

2. Ahora supongamos que 0 es una singularidad evitable. Para esto, extendemos a f de ma-
nera holomorfa a C donde f(0) = lin(l) f(z). Acé tenemos dos casos:
Z—>

a) Si f(0) = 0, ya estamos puesto que f € Aut(C) y f(0) = 0 por lo que f(z) = Az para
AeC*

b) Si f(0) # 0, consideramos f~! : C* — C*. Notamos que f~!o f(z) = z para todo
z € C* por el principio de identidad, tenemos que f~! o f(z) = z para todo z € C. Pero
entonces, como f(0) # 0 existe ¢ € C* tal que f(0) = f(&). En consecuencia tenemos

lo siguiente:
0=f71(f(0)) = fH(f(§) =¢.
De esta forma, tenemos una contradicciién que vino de suponer que f(0) # 0.

3. El caso en el que cero sea un polo de algtin orden, es bastante divertido porque sale de
entender la estructura de las funciones de este grupo de automorfismos. Observando que
1 e Aut(C*) y que los grupos de automorfismos son cerrados por composicién, observe-
mos que si f tiene un polo de orden k en cero, entonces ]17 = 1o f tiene una singularidad

evitable en cero, y por lo anterior, tenemos que % = Az con A e C*.

En resumen, hemos probado lo siguiente:

Aut(Cx) < {f :C* > C*

f(z) =Azo f(z) = /Z\,)\EC*}.

Les queda como ejercicio a ustedes ver que esos son todos automorfismos y en consecuencia
vale la igualdad. O

Comenzamos la clase recordando el teorema de la aplicacién conforme de Riemann.

Teorema 0.1.2. (Teorema de la aplicacion conforme de Riemann). Sea (3 < C un dominio simplemente
conexo tal que Q) # C. Entonces, para cada zy € Q) existe un tinico biholomorfismo F : QO — ID1(0) tal
que:

F(z0) = 0y F'(z0) € Rxo.



Este teorema estd muy bueno porque moralmente nos clasifica todos los grupos de automor-
fismos de abiertos propios simplemente conexos de C.

Recuerdo 0.1.3. Se tiene que:

Aut(ID;(0)) = {f :D;(0) — D1 (0) | f(z) = efefjgz, a e D1(0),6 € [0,277) } .

Entonces, sea () un dominio simplemente conexo de C que no es todo C. Consideremos
Aut(Q) = {9 : Q3 - Q| f es un biholomorfismo }. Luego, por el teorema de Riemann 0.1.2 te-
nemos un biholomorfismo F : 3 — ID;(0). En consecuencia, notemos que para todo biholomor-
fismo ¢ : (3 — () tenemos que:

FogpoF™':Di(0) — D;(0) es un biholomorfismo de Dy (0).

En consecuencia, tenemos que existe « € ID1(0) y 6 € [0,277) tal que:
-1 _ gz _ 1 (e Fz)—a
Fo(F (@) =" S8 = o) = 1 (0 TE L),
De esta forma, hemos probado que:

Aut(Q) = { 9:Q -0 ’ p(z) = F1 (e"@%) L€ D;(0),0 € [0,27) }

El problema con esto es que la funcién F dada por el teorema de Riemann no estd dada
de manera constructiva. Sin embargo en algunos casos si se puede calcular y en consecuencia
estariamos.

Antes de pasar a dar un ejercicio, damos un recuerdo de un teorema que es ttil.

Teorema 0.1.4. Sean U,V < C abiertos y f : U — V holomorfa e inyectiva. Entonces f~1 : V — U es
holomorfa.

De este teorema se sigue el siguiente corolario.

Corolario 0.1.5. Sea U < C abierto y T una homografia definida en U. Entonces T es un biholomorfismo
entre Uy T(U).

Demostracion. Como T esta definida en U entonces T es holomorfa en U. Mas atin, sabemos que
T : C — C es biyectiva y en consecuencia T es inyectiva en U. Luego se sigue del teorema 0.1.4
que T es un biholomorfismo. O

Ademas, tenemos el siguiente recuerdo que vimos en clase.
Recuerdo 0.1.6. Sea H"™ = {z € C | Jm(z) > 0 }. Entonces se tiene que:

= az—i—Z dondea,b,c,de]Ryadbc>0.}

Aut(H") = {f :H" - H' | f(z)

Ahora utilicemos este teorema y la idea detrds del teorema de Riemann para resolver un
ejercicio.

Ejercicio 0.1.7. Sea L = {z € C | Jm(z) > 0,Re(z) > 0}. Calcular Aut(L).

Demostracion. Observemos que L es simplemente conexo. Como bien dijimos antes, la funcién
de Riemann no es constructiva, pero en este caso podemos hacerlo. La idea serd encontrar a
mano el biholomorfismo F : L — ID(0). Sin embargo, cuando la regién es un poco complicada,
lo mejor es hacerlo por pasos.

Luego, sea HY = {z € C | Jm(z) > 0}. Consideremos & : L — C definida por h(z) = z2. Notar
que h(L) = H* puesto que, dado w € H* entonces w = re® con 6 € (0,7) en consecuencia si
consideramos zy = +/re'2 tenemos que zg € L puesto que 0 < arg(zp) < ¥ y mds atn h(zg) = w
por lo que  es sobreyectiva. Por otra parte, notar que & es inyectiva puesto que si existen z,w € L
tal que h(z) = h(w) = 22> = w? = (z —w)(z +w) = 0. Observar que esto implica que z = w
0 z = —w. Pero como w € L, tenemos que —w ¢ L y en consecuencia como z € L tenemos



que z # —w lo cual implica que z = w. Luego por el teorema 0.1.4 tenemos que z*> es un

biholomorfismo entre H™ y L. Resta ahora con encontrar un biholomorfismo entre H™ y D1 (0).
Pero afirmamos que para esto solo basta con encontrar una homografia que mande ID;(0) en
H™. Esto resulta muy sencillo y queda como ejercicio verificar que:

T(z) = j—: cumple que T(H™) = ID1(0).

Maés atn, por el corolario 0.1.5 T resulta un biholomorfismo entre H y ID1(0). En consecuencia,
componiendo, tenemos que Toh : L — ID1(0) es un biholomorfismo. Observemos que, (T o
h)~! =h=1o T~y en consecuencia por lo anterior, tenemos que:

Aut(L) = { p:L—L ‘ p(z) =h! <T1 <(ei9%>) ,a € D1(0),0 € [0,2r) }

- { p:L—L ‘ p=h"lo (Tl o <ei9120‘z‘z> oT) oh,a € 1D;1(0),0 € [0,277) }
Ahora bien, notemos que, por la cuenta que hicimos antes es:

P(z) =T7! (4‘6%) ,a e D1(0),0 € [0,277) }

p(z) =T 1o (e

Aut(H") = { ¢:HT - H

g 2 — K&

= HT - HT
{1/; 1—az

> oT,a€1D1(0),0 € [0,2n)}.

Pero a su vez, por el recuerdo tenemos que:

f(z) = ZIZ donde a,b,c,delRyad—bc>O}.

Aut(H") = {f ‘H* - H*

En consecuencia, tenemos que:

az+Db
cz+d

[ 2
¢p:L—>L|¢(z)= %,domdea,b,c,del[{yad—bc>0

Ejercicio 0.1.8. Hallar una equivalencia conforme entre los abiertos

Aut(L):{<p:L—>L‘(p:h_10 oh, dondea,b,c,de]Ryad—bc>0}

U={zeC|l<l|z|<e?,z¢ R} yV ={zeC||Re(z)| + [Im(z)] <1}.

Demostracion. La idea de este tipo de ejercicios es construir a mano el biholomorfismo haciendolo
de a pasos. En primer lugar, notemos que la rama principal del logaritmo estd definida en U y
el modulo de z se mueve entre 1 y ¢?". En consecuencia, como Log es inyectiva puesto que es
una inversa de la exponencial en su dominio, tenemos que U es biholomorfo con Log(U). Ahora
bien, dado z € U, notemos que Log(z) = Ln(|z|) + iArg(z). Como en este caso Arg(z) € (—m, )
y 1 < |z| < 27 tenemos que:

U=x=Log(U)={zeC|0<Re(z) <2m,—m <TIm(z) <m}.

Observemos que Log(U) tiene una forma mas cuadrada ahora mismo y se parece mas a V. Lo
siguiente serd hacer una traslacién apropiada para que el cuadrado Log(U) esté centrado en el
origen. Sea H(z) = z — 7. Luego tenemos que:

U= Log(U) =~ H(Log(U)) ={z€C||Re(z)| < m,|Im(z)| < m}.



. . i Z T
Luego, definimos T(z) = e'% o Obsevemos nuevamente que al tratarse de una funcién lineal
T

se tiene que T(z) es inyectiva por lo que tendremos que:
U=~ Log(U) =~ H(Log(U)) =~ T(H(Log(U))).

Luego, alcanza con ver que T(H(Log(U))) = V. Sin embargo, esto es claro y queda como
ejercicio para el lector puesto que T lo que hace es reescalar y aplicar una rotaciéon de ¥. Luego,
la equivalencia conforme entre U y V es la funcién F = T o H o Log. O
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