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Análisis Complejo

Práctica N◦8.

1. Para α ∈ C tal que |α| 6= 1, demostrar que la homograf́ıa

Tα(z) =
z − α
−αz + 1

transforma a la circunferencia {|z| = 1} en si misma y a α en 0. Notar que T0 es la función Id.

2. Demostrar que una homograf́ıa T (z) = az+b
cz+d

aplica R̂ en R̂ si y solo si se puede escribir con

a, b, c, d ∈ R.

3. (a) Hallar homograf́ıas que transformen

i. los puntos 0, i,−i en 0, 1,∞;

ii. los puntos 0, i,−i en 1,−1, 0.

(b) Probar que la imagen de {z ∈ C | |z| = 1} por la primer homograf́ıa del ı́tem anterior

es la recta dada por {Re(z) = 1} en Ĉ. ¿Cuál es la imágen por esta homograf́ıa de

{z ∈ C | |z| < 1}?

4. Sea I el eje imaginario. Hallar todas las homograf́ıas T que verifican simultáneamente

T (R̂) = Î, T (Î) = {z ∈ C | |z| = 1} y T ({z ∈ C | |z| = 1}) = R̂.

5. Definición: Dados z1, z2, z3, z4 puntos distintos de Ĉ, se define la razón doble

(z1, z2, z3, z4) =
z1 − z2
z1 − z4

· z3 − z4
z3 − z2

∈ C.

Notar que (z1, z2, z3, z4) es la imagen de z1 por la homograf́ıa T tal que T (z2) = 0, T (z3) = 1 y

T (z4) =∞.

(a) Demostrar que z1, z2, z3, z4 están en una recta o circunferencia si y solo si (z1, z2, z3, z4) ∈ R.

(b) Probar que si T es una homograf́ıa entonces
(
T (z1), T (z2), T (z3), T (z4)

)
= (z1, z2, z3, z4).

6. Decidir en cada caso si existe una homograf́ıa que transforme:

(a) la circunferencia |z| = 3 en la circunferencia |z − i| = 2, 1 en 0 y 9 en 2i;

(b) la circunferencia |z| = 3 en la circunferencia |z − i| = 2, 1 en 0 y 7i en −3i;

(c) la circunferencia |z| = 3 en la circunferencia |z − i| = 2, 1 en 0 y 9 en −3i.

En caso afirmativo, hallar una tal homograf́ıa.



7. Sea f : B(0, 1)→ B(0, 1) holomorfa. Probar que si existen dos números complejos distintos a

y b en B(0, 1) tales que f(a) = a y f(b) = b, entonces f(z) = z para todo z en B(0, 1).

8. Hallar todas las funciones holomorfas f : B(0, 1) → B(1, 4) que verifican simultáneamente

f(0) = 3 y f(1
2
) = 1.

9. Sean g y h dos automorfismos de B(0, 1). Probar que si g y h coinciden en dos puntos distintos

de B(0, 1), entonces g(z) = h(z) para todo z en B(0, 1).

10. Caracterizar todos los automorfismos de {z ∈ C | Im(z) > 0,Re(z) > 0}.

11. Caracterizar todos los automorfismos de C \ R≥0.

12. Caracterizar todos los automorfismos de C \ {0}.

13. Sean Ω un abierto simplemente conexo del plano, , Ω 6= C, y sea f : Ω→ Ω holomorfa. Probar

que si existen dos números complejos distintos a y b en Ω tales que f(a) = a y f(b) = b,

entonces f(z) = z para todo z en Ω.

14. Sean Ω un abierto simplemente conexo del plano y sean g y h dos automorfismos de Ω. Probar

que si g y h coinciden en dos puntos distintos de Ω, entonces g(z) = h(z) para todo z en Ω.

2


