0.1. Analisis Complejo-Leonardo Lanciano- Clase 1/11/23- Con-
vergencia, Teorema de Montel

Definicién 0.1.1. Sea U < C un abierto conexo. Definimos O(U) = { f : U — C | f holomorfa } .
Se puede ver que O(U) es un espacio métrico y que una sucesion de funciones f, — f en O(U)
siy solo si f, converge uniformemente a f sobre cada compacto K < U.

Definicién 0.1.2. Sea F < O(U).

1. Diremos que F es acotado o localmente acotado si para cada x € U existe V;, < U entorno
abierto de x y M > 0 de manera tal que:

If(z)] < MVzeVyVfelF.

2. Diremos que F es normal si para cada (f,),en S F existe una subsucesion convergente.
Es decir si F es precompacto con la métrica de O(U).
Observacién 0.1.3. Dado F < O(U) son equivalentes:

1. F es acotado.

2. Para todo K < U compacto existe Cx > 0 tal que :

If(z)| < CkVzeK, feF.

Recordamos el siguiente resultado:

Teorema 0.1.4. Sea D < C una region y {fu }neN una sucesion de funciones holomorfas f, € O(D) que

converge hacia f en O(D). Entonces, f € O(D) y la secuencia { fr(lk)}ne]N converge uniformemente en
cualquier subconjunto compacto de D hacia f%) para todo k e N

Continuamos la clase con un ejercicio de precalentamiento.
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Ejercicio 0.1.5. Sea {(s) = 2 e la funcion Zeta de Riemann y consideremos fn(s) = 2 poet De-

n=1 n=1
mostrar que si U = {z € C | Re(z) > 1} entonces fy — ¢ en O(U) y concluir que { es holomorfa.

Demostracion. Para esto sea K < U compacto. Observemos que si s € K tenemos que e(s) estd
acotada inferiormente. Luego existe ¢ > 0 de manera tal que %Re(s) > 1+ ¢e. En consecuencia

notar que:
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Luego se sigue por el criterio M de weiertrass que fy = ¢ en K. Porlo que fy =3 {en O(U). O

Luego comenzamos la clase con un recuerdo.

Teorema 0.1.6. (Montel) Sea U < C abierto conexo y sea F < O(U) una familia acotada (localmente
acotada). Entonces F es normal.

Luego, pasamos a hacer ejercicios de esto.
Ejercicio 0.1.7. Probar que no existe D < C abierto conexo que satisface las siguientes dos condiciones:

m 1eD.



n Zn

fu(z) = cos <Zj;0 ) } es acotado en O(D).

-}_:{fn:DHC

Demostracion. Para resolver este ejercicio utilizamos un truquito. Sea U = D n D;(0). Notemos
que U es un abierto no vacio. Ahora bien, supongamos que existe tal abierto D. Luego, observe-
mos que f, son holomorfas en D y en consecuencia por el teorema de montel F es normal. Asi,
considerando la sucesion f; se tiene que existe una subsucesion f;, convergente en D a cierta
funcién holomorfa f en D. Sin embargo, notar que

Zn+] -1

nooon
lim f,(z) = lim cos (21_0> = lim cos (‘H) = cos(0) = 1 para todo z € U.
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De esto, se sigue que f;, — 1 en U. Pero como la convergencia era en D a una funcién holomorfa,
se sigue por continuacién analitica que f;, — 1 en D. Sin embargo, notar que f, (1) = cos(1) Vn €
IN con lo cual tenemos una contradiccién, que vino de suponer que existia tal abierto. O

Recordamos el siguiente resultado de la tedrica

Lema 0.1.8. Sea U < C un abierto conexo y F = O(U) acotado. Entonces se cumple que, el conjunto
F'={f"| feF} esacotado.

Demostracion. Sea x € U. Como F es acotado existe un entorno Vy y una constante M, de manera
tal que:
If(z)] < My Vze V, Vf e F.

Notar que se tiene de la férmula integral de Cauchy que, dada f € F yw e Vy

If (w)| = ‘27{1’ L (Zf(za)))zdz

Eventualente achicando la curva para que caiga en Vy se tiene que:
1
f(w)| < MXZNJ 702 < ©
| | 7 |(z—w)?|

Luego dicha familia es localmente acotada. O

Ejercicio 0.1.9. Sean U < C un abierto conexo acotado que contenga al origen, y f : U — U una funcion
holomorfa. Denotemos por f,(z) a la funcién que se obtiene componiendo a f con sigo misma n veces.

1. Probar que la familia de funciones F = {f}, es localmente acotada.
2. Demuestre que si f(0) = 0, entonces |f'(0)] < 1.
Demostraciéon. Demostramos parte por parte.

1. Notemos que como U es acotado, existe R > 0 tal que |w| < R para todo w € U. Luego, sea
fn € Fyze U. Notemos que como

Ifn(z)| = ‘f(f”_l(z))‘ < Rya que f manda U en U.

Observar que dicha constante R no depende de f ni de z. En consecuencia se sigue que la
familia es localmente acotada.

2. Para esto procedemos por contradiccion. Supongamos que |f/(0)| > 1. Luego consideremos
F'. Observar que como F es acotado, F' es acotado y luego por el teorema de Montel, es
normal. Asi, sabemos que existe una subsucesién convergente f,’,k Sin embargo, notar que
tenemos que:

fin(2) = f' (f—1 () fy1(2) = f (f—1) D) (fu—2(2)) - f(2).
Luego evaluando cero tenemos que, como f(0) = 0 vale que:
fa O] = [F O

Luego si 1y — oo se sigue por contradiccién.




Ejercicio 0.1.10. Sea F < O(D;(0)) la familia de funciones holomorfas dada por:

o0
f(Z):Z'i‘ZanZ”donde |an| <nVne]N}.
n=2

Demostrar que F es compacto.

Demostracion. Un conjunto es compacto en O(D1(0)) si y solo si es precompacto y cerrado.
Luego, primero veremos que J es normal, y luego veremos que su limite cae dentro del conjunto.
Para ver que es normal utilicemos el teorema de Montel.

Luego sea K < D1(0) un compacto y x € K. Observar que existe R < 1 de manera que:

Kc{zeDi(0)]||z| <R}.

Luego, se tiene que:

f(2)] =

oo
z+ Z anz"
n=2

Observar que dicha cota solo depende del compacto y no depende ni de z ni de f. Luego el
conjunto F es localmente acotado. De esta forma dada f, € F existe una subsucesion f,, y una
funcién holomorfa f de manera que:

1. fu, — f en O(D;1(0)).

2. £ = £) en O(D;(0)).

0¢] 0
< |z| + Z lanz"| < Z nR" < .
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Luego basta ver que los coeficientes cumplen con la desigualdad deseada. Notemos que como f
es holomorfa en D;(0) entonces es analitica, luego f(z) = Yo", b,z". Notar que:

1. by = £(0) = limy,,, fs, (0) = 0.
2. by = f(0) = limy, f} (0) = 1.
70)

(o
f n$ ) = lgqm - Ahora notar que este es el coeficiente de la serie de
! k !

fn, y son todos menores o iguales que n por estar en F luego este limite estd en el conjunto
y en consecuencia J es compacto.

3. Paraj>2esb; =
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