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Práctica 4 – Funciones continuas

1 Sean f : X → Y una función, A,B ⊆ X, C,D ⊆ Y . Decidir en cada uno de los siguientes
casos si corresponde =, ⊆, ⊇, o ninguna de las anteriores (y demostrarlo).

(a) f(A ∪B) . . . . . . f(A) ∪ f(B)

(b) f(A ∩B) . . . . . . f(A) ∩ f(B)

(c) f(A−B) . . . . . . f(A)− f(B)

(d) f(X −B) . . . . . . Y − f(B)

(e) f−1(C ∪D) . . . . . . f−1(C) ∪ f−1(D)

(f ) f−1(C ∩D) . . . . . . f−1(C) ∩ f−1(D)

(g) f−1(C−D) . . . . . . f−1(C)− f−1(D)

(h) f−1(Y −D) . . . . . . X − f−1(D)

En los casos en los que no vale la igualdad, determinar si vale al tener la hipótesis adicional
de que f es inyectiva o sobreyectiva.

2 Sea f : [0, 1]→ [0, 1] la función definida por

f(x) =

{
x si x ∈ Q,
1− x si x /∈ Q.

Determinar todos los puntos de [0, 1] en los que f es continua.

3 Sea S ⊆ Rn y sea f : S → Rm una función. Demostrar que son equivalentes:

(i) f es continua (en todo punto de S).

(ii) Para todo abierto U ⊆ Rm, existe un abierto V ⊆ Rn tal que f−1(U) = V ∩ S.

(iii) Para todo cerrado F ⊆ Rm, existe un cerrado E ⊆ Rn tal que f−1(F ) = E ∩ S.

4 Sean f, g : Rn → Rm dos funciones continuas.

(a) Demostrar que {x ∈ Rn : f(x) = g(x)} es un conjunto cerrado.

(b) Sea S un subconjunto denso de Rn (es decir, tal que S = Rn). Demostrar que si
para todo x ∈ S se cumple que f(x) = g(x), entonces f = g.

5 Sean (a, b) y (c, d) dos intervalos abiertos en la recta real. Sea f : (a, b) → (c, d) una
función estrictamente creciente y biyectiva. Demostrar que f es una función continua.

6 Sean f, g : Rn → R dos funciones continuas. Se define la función h : Rn → R como

h(x) = máx{f(x), g(x)}.

Demostrar que h es una función continua.

7 Sea S un subconjunto no vaćıo de Rn. Para cada x ∈ Rn definimos

dS(x) = ı́nf{‖x− s‖ : s ∈ S}.

En otras palabras, dS(x) es el ı́nfimo de las distancias de x a los puntos de S.

(a) Demostrar que dS : Rn → R es una función continua.

(b) Demostrar que {x ∈ Rn : dS(x) = 0} = S.
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(c) Demostrar que si S es cerrado, entonces para todo x ∈ Rn existe un punto p ∈ S
tal que dS(x) = ‖x − p‖ (en otras palabras, hay un punto de S que minimiza la
distancia a x).

8 Sea K ⊆ Rn un conjunto compacto y sea f : K → R una función continua tal que
f(x) > 0 para todo x ∈ K. Demostrar que existe α > 0 tal que f(x) > α para todo
x ∈ K. Mostrar con un ejemplo que el resultado no es cierto si se omite la hipótesis de
que K es compacto.

9 Sea f : Rn → R una función continua tal que ĺım
‖x‖→+∞

f(x) = +∞. Demostrar que f tiene

un mı́nimo global.

10 Sea f : R→ R una función. El gráfico de f es el siguiente subconjunto de R2:

G(f) = {(x, y) ∈ R2 : y = f(x)}.

(a) Demostrar que si f es continua entonces G(f) es cerrado.

(b) Mostrar con un ejemplo que en general no vale la rećıproca.

(c) Demostrar que si existe M > 0 tal que |f(x)| ≤ M para todo x ∈ R y G(f) es
cerrado, entonces f es continua.

11 Determinar cuáles de las siguientes funciones son uniformemente continuas:

(a) f : Rn → R, f(x) = ‖x‖

(b) f : Rn → R, f(x) = ‖x‖2

(c) f : (1,+∞)→ R, f(x) = 1
x

(d) f : (0,+∞)→ R, f(x) = 1
x

(e) f : R− {0} → R, f(x) = x
|x|

(f ) f : (0, 1)→ R, f(x) = sen
(
1
x

)
12 Sea S ⊆ Rn y sean f, g : S → Rm dos funciones. Determinar cuáles de las siguientes afir-

maciones son verdaderas y cuáles son falsas, dando una demostración o un contraejemplo
respectivamente.

(a) Si f y g son uniformemente continuas, entonces f + g es uniformemente continua.

(b) Si f y g son uniformemente continuas, entonces f · g es uniformemente continua.

(c) Si f y g son uniformemente continuas y S es compacto, entonces f · g es uniforme-
mente continua.

13 Sea S ⊆ Rn y sean f : S → Rm, g : f(S) → Rk dos funciones uniformemente continuas.
Demostrar que g ◦ f es uniformemente continua.

14 Sea a ∈ R y sea f : R→ R una función que es uniformemente continua en los intervalos
(−∞, a] y [a,+∞). Demostrar que f es uniformemente continua (en todo R).

15 Sea a ∈ R y sea f : [a,+∞)→ R una función continua tal que ĺım
x→+∞

f(x) existe y es un

número real. Demostrar que f es uniformemente continua.

16 Sea S ⊆ Rn. Una función f : S → Rm se dice Lipschitz si existe una constante c > 0 tal
que ‖f(x)− f(y)‖ ≤ c · ‖x− y‖ para todos x, y ∈ S.
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(a) Sea S ⊆ Rn un conjunto cerrado y sea f : S → S una función Lipschitz de constante
c < 1. Demostrar que f tiene un punto fijo, es decir, existe x ∈ S tal que f(x) = x.

Sugerencia. Sea x1 ∈ S arbitrario, y para cada n ≥ 1 definimos xn+1 = f(xn). Probar

que la sucesión (xn)n∈N aśı obtenida es de Cauchy.

(b) Mostrar con un ejemplo que el resultado no es cierto si se permite que la constante
c sea igual a 1.

(c) Mostrar con un ejemplo que el resultado no es cierto si se omite la hipótesis de que
S es cerrado.

17 Sea K ⊆ Rn un conjunto compacto y sea f : K → K una función tal que la desigualdad
‖f(x) − f(y)‖ < ‖x − y‖ se cumple para todos x, y ∈ K con x 6= y. (En particular f es
Lipschitz con constante c = 1, pero notar que la desigualdad es estricta.)
Demostrar que f tiene un punto fijo.

Sugerencia. Considerar la función g : K → R definida por g(x) = ‖x− f(x)‖.

18 Sea f : R → R la función definida por f(x) = x+
√
x2+1
2 . Demostrar que la desigualdad

‖f(x)−f(y)‖ < ‖x−y‖ se cumple para todos x, y ∈ R con x 6= y, pero f no tiene ningún
punto fijo.

Sugerencia. Usar el teorema del valor medio.
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