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Practica 3 — Topologia en R"

Para cada uno de los siguientes subconjuntos de R, determinar si son abiertos, si son
cerrados y si son acotados.

(a) (0,1] (d) (0,+00)
(b) Q () {1+3+5+...+ 5 :neN}
(¢) N f) (1+3+3+...+1:neN}

Para cada uno de los siguientes subconjuntos de R?, determinar si son abiertos, si son
cerrados y si son acotados.

(a) {(z,y) eR?*: 2> 1} (d) {(z,y) € R* : zy # 0}
(0) {(z,y) eR?:1 <2 <2} (e) {(z,y) eR?:x =y}
(¢) {(z,y) eR? 1z >y} (f) 0,1] x (0,1)

Sean S y T subconjuntos de R™. Demostrar las siguientes propiedades:

Si § C T, entonces S° C T°. jVale la vuelta?
(SNT)°=8°NT°. ;Sigue valiendo para una interseccién infinita?

(SUT)® D 8°UT°. Mostrar con un ejemplo que la inclusién puede ser estricta.

Si § C T, entonces S C T. ;Vale la vuelta?

SUT = SUT. ;Sigue valiendo para una unién infinita?
SNT C SNT. Mostrar con un ejemplo que la inclusién puede ser estricta.

Para cada uno de los siguientes conjuntos S C R”, hallar S°, Sy 9S.

(a) §=(0,1] (d) S={(z,y) eR*: 2>y}
(b) S=10,1]1NQ (e) S={(z,y) e R?: 1< 2?4+ y% < 4}
(¢) S={L:neN} (f) S=ZxQ

Sea S un subconjunto de R™.

(a) Demostrar que S es abierto si y sélosi SN9OS = @.
(b) Demostrar que S es cerrado si y sélo si 9S C S.

(¢) Demostrar que p € 9S si y sélo si para todo r > 0 la bola B(p,r) contiene un punto
que estd en S y un punto que no esta en S.

@ Sean Sy T subconjuntos no vacios de R"™. Se define
S+T :={s+t: seSteT}.

(a) Demostrar que si S es abierto, entonces S + 7" también lo es.
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(b) (Es cierto que si S y T son cerrados entonces S + T también lo es?

Sugerencia. Considerar S = {n + m 'n € N} yT =27.

Demostrar que los tinicos subconjuntos de R que son abiertos y cerrados a la vez son &
y R.

Una funcién N : R" — R>q se llama una norma si cumple las siguientes propiedades:

» N(v)=0siy sélosiv=/(0,0,...,0),
» N(A-v) =|\-N(v) para todo A € Ry todo v € R",
» N(v+w) < N(v)+ N(w) para todos v, w € R".

Consideramos las funciones

n
@, =) lml vy (@1 z0)lloo = 10dx |-
i=1
(a) Demostrar que || - ||1 ¥ || - ||[co SON normas.

(b) Demostrar que
[vlloe < [0l < V- flvfla < - [[0]loo
para todo v € R", donde [|v||2 denota la norma euclidea.

Sugerencia. Para la segunda desigualdad, usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

(¢) Dada una norma N en R™, una bola abierta para la norma N es cualquier conjunto
de la forma

By(p,7) :={z € R": N(z —p) < r},
con p € R y r > 0. Graficar By(0,1) en R? para las normas || - ||1, || - l2 ¥ || - [|co-

(d) Si S es un subconjunto de R™, decimos que S es abierto para la norma N si para
todo p € S existe > 0 tal que la bola By(p,r) esta contenida en S.
Sea S un subconjunto de R™. Probar que son equivalentes:
(i) S es abierto para la norma || - [|oc-
(ii) S es abierto para la norma || - ||1.

(iii) S es abierto (o sea, es abierto para la norma euclidea).

@ Sea K un subconjunto de R. Demostrar que si K es compacto, entonces tiene maximo y
minimo. ;Vale la vuelta?

Para cada n > 2 sea I, el intervalo abierto (%, %)

(a) Demostrar que (0,1) U I.
n>2

(b) (Existe algin subconjunto finito /' C N>, tal que (0, 1) U 1,7
neF
(¢) (Es (0,1) un subconjunto compacto de R?

Sea S = {1 :neN}U{0} CR. Demostrar que S es compacto.
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Sea (an)nen una sucesién acotada de nimeros reales y sea P C R el conjunto de sus
puntos limites. Demostrar que P es compacto.

Sean S y T subconjuntos de R™. Demostrar las siguientes propiedades:

(a) Si S es acotado, entonces S es compacto.

(b) Si S y T son compactos, entonces S U T es compacto. jSigue valiendo para una
unién infinita?

(¢) Si S es compacto y T es cerrado, entonces S N1 es compacto.

(d) Si S es compacto y T es cerrado, entonces S + T es cerrado.

(e) Si Sy T son compactos, entonces S + T es compacto.

Sean K y U subconjuntos de R™ con K compacto, U abierto y K C U. Demostrar que
existe r > 0 tal que U B(xz,r) CU.
rzeK
Sugerencia. Si esto no es cierto, para cada n € N debe existir un punto z,, € K tal que la bola
B (xn, %) no estd contenida en U. Tenemos una sucesion (z,)nen contenida en un compacto,
entonces...

Sean K1 C R” y Ko C R™ subconjuntos compactos no vacios. Demostrar que el conjunto
K1 x Ky CR™™ es compacto.



