TALLER DE CALCULO AVANZADO DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, FCEN, UBA

Practica 1 — Nuimeros reales y sucesiones

A partir de los axiomas de cuerpo, demostrar que las siguientes afirmaciones son verda-
deras cualesquiera sean a,b,c,d € R:

(a) 0-a=0.

(b) Siab=acy a0, entonces b= c.
(¢) Siab=0, entonces a =00b=0.
(d) (=
(e) (=

d 1)-a=—a.
e a)-b=a-(=b) = —(ab),y (—a)- (=b) = ab.

A partir de los axiomas de cuerpo ordenado, demostrar que las siguientes afirmaciones
son verdaderas cualesquiera sean a,b,c,d € R:

(a) Sia<byc<dentonces a+c<b+d.
(b) Sia<byc>0,entonces ac < be.
(¢) Sia < b, entonces —b < —a.
(d) Sia<by c<0, entonces ac > be.
(e) ab > 0siy sélo si ay bson ambos positivos o ambos negativos.
(f) Sia?+b*> =0, entonces a = b = 0.
Representar los siguientes conjuntos en la recta real:
(a) {xreR:|z—-3| <1} (c) {reR: x| =|z+4|}
(b) {xeR:|x+4]>1} (d) {x eR: |x| > |z + 4|}

Sea a > 0. Determinar para qué valores de b € R se verifican cada una de las siguientes

condiciones:

(a) la+0b| = la| + |b] (d) la— bl <lal+ 10|
(b) la+ bl <lal + 0| (e) lla] —[b]] = |a —b|
(¢) la— bl =la| + 0| (f) llal = [bl] < |a —b|

Sea A un subconjunto no vacio de R acotado superiormente, y sea s una cota superior
de A. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Sit € R es tal que para todo a € A se cumple que a < t, entonces s < t.

(ii) Para todo € > 0 existe a. € A tal que a. > s — ¢.

@ Sean A y B dos subconjuntos no vacios de R tales que A C B. Supongamos que B es
acotado.

(a) Demostrar que A es acotado.

(b) Determinar (y demostrar) las relaciones de orden entre los cuatro nimeros
sup(A), inf(A), sup(B), inf(B).

., Qué sucede si B no esta acotado superior o inferiormente?
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Hallar, si existen, supremo, infimo, maximo y minimo de los siguientes subconjuntos de
R:

(a) A1 = (a,b]. (c) Az = Ay U{0}.
} (d) Ay={2? -2 —1:2€cR}.

1
(b) Azz{:neN (e) As ={a® —bx+4:z¢€ (2,4}

2n

Dados A un subconjunto no vacio de R y ¢ € R, definimos ¢- A := {ca : a € A}. Ademés
definimos —A := (—1) - A.
(a) Demostrar que si A estd acotado superiormente y ¢ > 0, entonces c¢- A también esta
acotado superiormente, y se cumple que sup(c- A) = c¢-sup(A).
(b) Demostrar que si A estd acotado superiormente, entonces — A esta acotado inferior-
mente, y se cumple que inf(—A) = —sup(A).
(¢) Enunciar y demostrar un resultado similar al de (a) para ¢ < 0.

(d) Enunciar y demostrar un resultado similar al de (a) para inf(c- A).

@ Dados A y B subconjuntos no vacios de R, definimos
A+B:={a+b:ac Abe B}.

Demostrar que si A y B estan acotados superiormente, entonces A + B también lo est4,
y se cumple que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
Sea (an)nen una sucesién de numeros reales tal que lim an =f €R.
n (o)
(a)
(b)
(¢) (Es cierto que si r > ¢ entonces existe ng € N tal que a,, < r para todo n > ng?
(d)

Demostrar que si r > £, entonces existe ng € N tal que a, < r para todo n > nyg.

Demostrar que si r < £, entonces existe ng € N tal que a,, > r para todo n > nyg.

Si se sabe que existe ng € N tal que a,, < r para todo n > ng, ;qué puede decirse
sobre £7

Sean A un subconjunto no vacio de R acotado superiormente y s una cota superior de
A. Demostrar que s = sup(A) si y sélo si existe una sucesién (ap)nen de elementos de A

tal que lim a, = s.
n—oo

Sea (an)nen una sucesién de nimeros reales positivos tal que lim a,, = ¢ > 0.
n—oo

(a) Demostrar que nlglgo Van = V1.

1
(b) Demostrar que lim — = -.
n—00 Ay,

Sea x € R. Demostrar que existe una sucesion (¢, )nen de nimeros racionales, estricta-
mente decreciente, tal que lim ¢, = x.
n—oo

Sea (an)nen la sucesiéon de numeros reales definida por

a] = \/5,
Gn4+1 = Van + 2 para todo n € N.
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(a) Para que esta sucesién esté bien definida hay que verificar un detalle. ;Cudl es?
(b) Demostrar que la sucesién es creciente y estd acotada superiormente.

(¢) Hallar el limite de la sucesién.

Sean a y b nimeros reales positivos con a < b. Definimos dos sucesiones (2, )nen, (Yn)nen
de la siguiente manera:
r1 = a, y1 = b,
Tntl = /TnYn, Yntl = w para todo n € N.
(a) Demostrar que z,, < Tp+1 < Yn+1 < Yn para todo n € N.

(b) Demostrar que las dos sucesiones son convergentes y tienen el mismo limite.

Sugerencia. Probar que 0 < y,, — z,, < %:=7 para todo n € N.

Para cada una de las siguientes sucesiones (a;,)nen, hallar todos sus puntos limite y
calcular lim sup a,, y liminf a,:

1 3
(a) ap=1-— - (¢) ap=(—-1)" <2+ n>

n 1121231234
b) ayn = cos(— d) =,=,5,-, 22 2 222
(b) an = cos(=-) ) 33311015555

Sea (ap)nen una sucesiéon de nimeros reales y sea ¢ un numero real. Demostrar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) limsupa, = 2.
(ii) Para todo € > 0, existen infinitos n tales que a, > ¢ —¢ y existen sélo finitos n tales
que ap > £ +e.

Sean (ap)nen ¥ (bn)nen dos sucesiones acotadas de niimeros reales. Determinar (y de-
mostrar) las relaciones de orden entre los cuatro nimeros
limsup(an+by,), liminf(a,+by,), limsup(a,)+limsup(b,), liminf(ay)+1iminf(b,).
(a) Sea (an)nen una sucesiéon de nimeros reales, con a, # 0 para todo n € N, tal que

an+1
an

lim sup =0<1.

Demostrar que lim a, = 0.
n—oQ

(b) Usar el resultado anterior para demostrar que:
n

i) Sia >0, entonces lim (0[7) =0.

n—oo \ n!

i) Si0 < a<1ykeN, entonces lim n*a™ = 0.

n—oo
#ii) lim (”—') = 0.

n—oo \ N

Sea (an)nen una sucesién de nimeros reales positivos. Demostrar que:

lim inf (Gn+1) < liminf (a,) < limsup ({/a,) < limsup (anH )
a

Gnp n

Estudiar la convergencia de la sucesién a, = n'/™.



