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Ejemplos: Matrices diagonalizables y no tanto
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Ejemplo 1: Diagonalizar (si es posible)

A =

 1 1 1
2 2 4
−1 −1 −3


Paso 1: Calcular autovalores.

0 = det(A− λI ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1

2 2− λ 4
−1 −1 −3− λ

∣∣∣∣∣∣ =

= (1−λ)(2−λ)(−3−λ)−6−
(
−(2−λ)+2(−3−λ)−4(1−λ)

)
=

−λ3 + 4λ = λ(−λ2 + 4) = 0.
Luego, los autovalores de A son 0, 2 y −2.
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Ejemplo 1: Diagonalizar (si es posible)

A =

 1 1 1
2 2 4
−1 −1 −3


Paso 2: Calcular autovectores asociados a los autovalores.
Respecto a λ1 = 0

(A− 0I )x = 0⇒

 1 1 1 0
2 2 4 0
−1 −1 −3 0

 (F1+F3)3−−−−−−→
(2F1−F2)2 1 1 1 0

0 0 −2 0
0 0 −2 0

⇒ {
x + y + z = 0
−2z = 0

⇒ z = 0
x = −y .

Solución del sistema:{α(1,−1, 0) : α ∈ R}. Un autovector de A
asociado a λ = 0 es (1,−1, 0).
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Ejemplo 1: Diagonalizar (si es posible)

A =

 1 1 1
2 2 4
−1 −1 −3


Paso 2: Calcular autovectores asociados a los autovalores.
Respecto a λ2 = 2

(A− 2I )x = 0⇒

 −1 1 1 0
2 0 4 0
−1 −1 −5 0

 (F1−F3)3−−−−−−→
(2F1+F2)2 −1 1 1 0

0 2 6 0
0 2 6 0

⇒ {
−x + y + z = 0

2y + 6z = 0
⇒ x = −2z

y = −3z
.

Solución del sistema:{α(−2,−3, 1) : α ∈ R}. Un autovector de A
asociado a λ = 2 es (−2,−3, 1).
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Ejemplo 1: Diagonalizar (si es posible)

A =

 1 1 1
2 2 4
−1 −1 −3


Paso 2: Calcular autovectores asociados a los autovalores.
Respecto a λ3 = −2

(A− (−2)I )x = 0⇒

 3 1 1 0
2 4 4 0
−1 −1 −1 0

 (F1+3F3)3−−−−−−−→
(2F1−3F2)2 3 1 1 0

0 −10 −10 0
0 −2 −2 0

⇒ {
3x + y + z = 0
−2y − 2z = 0

⇒ y = −z
x = 0

.

Solución del sistema:{α(0,−1, 1) : α ∈ R}. Un autovector de A
asociado a λ = −2 es (0,−1, 1).
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Ejemplo 1: Diagonalizar (si es posible)
Paso 3: Concluir Sabemos que A tiene:

Autovalores Autovector asociado
λ1 = 0 (1,−1, 0)
λ2 = 2 (−2,−3, 1)
λ3 = −2 (0,−1, 1)

Entonces D =

 0 0 0
0 2 0
0 0 −2

, P =

 1 −2 0
−1 −3 −1

0 1 1

.

Y tenemos que 1 1 1
2 2 4
−1 −1 −3

 = 1 −2 0
−1 −3 −1

0 1 1

 0 0 0
0 2 0
0 0 −2

 1
2 −1

2 −1
2

−1
4 −1

4 −1
4

1
4

1
4

5
4
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Ejemplo 1: Diagonalizar (si es posible)
Paso 3: Concluir Notar que Sabemos que A tiene:

Autovalores Autovector asociado
λ1 = 0 (2,−2, 0)
λ2 = 2 (2, 3,−1)
λ3 = −2 (0,−1, 1)

Entonces D =

 2 0 0
0 −2 0
0 0 0

, P =

 2 0 2
3 −1 −2
−1 1 0

.

Y tenemos que 1 1 1
2 2 4
−1 −1 −3

 = 2 0 2
3 −1 −2
1 1 0

 2 0 0
0 −2 0
0 0 0

 1
6

1
6

1
6

−1
6 −1

6
5
6

1
3 −1

6 −1
6
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Ejemplo 2: Diagonalizar (si es posible) A =

 2 −1 1
0 1 1
0 0 2



Paso 1: Calcular autovalores.

0 = det(A−λI ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 1

0 1− λ 1
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2−λ)2(1−λ) = 0.

Los autovalores son λ1 = 2, λ2 = 1.
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Ejemplo 2: Diagonalizar (si es posible) A =

 2 −1 1
0 1 1
0 0 2


Paso 2: Calcular autovectores asociados a los autovalores.
Respecto a λ1 = 1

(A− I )x = 0⇒

 1 −1 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0

 (F2−F3)3−−−−−−→
(2F1+F2)2 1 −1 1 0

0 0 1 0
0 0 0 0

⇒ {
x − y + z = 0

z = 0
⇒ y = x

z = 0
.

Solución del sistema:{α(1, 1, 0) : α ∈ R}. Un autovector de A
asociado a λ = 1 es (1, 1, 0).
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Ejemplo 2: Diagonalizar (si es posible) A =

 2 −1 1
0 1 1
0 0 2


Paso 2: Calcular autovectores asociados a los autovalores.
Respecto a λ2 = 2

(A− 2I )x = 0⇒

 0 −1 1 0
0 −1 1 0
0 0 0 0

 −−−−−→
(F1−F2)2 0 −1 1 0

0 0 0 0
0 0 0 0

⇒ {
−y + z = 0 ⇒ y = z .

Solución del sistema:{α(0, 1, 1) + β(1, 0, 0) : α ∈ R}. Un
autovector de A asociado a λ = 2 es (0, 1, 1), otro puede ser
(1, 0, 0).
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Ejemplo 2: Diagonalizar (si es posible)

Paso 3: Concluir Sabemos que A tiene:

Autovalores Autovector asociado
λ1 = 1 (1, 1, 0)
λ2 = 2 (1, 0, 0)
λ3 = 2 (0, 1, 1)

Entonces D =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

, P =

 1 1 0
1 0 1
0 0 1

.

Y tenemos que 2 −1 1
0 1 1
0 0 2

 =

 1 1 0
1 0 1
0 0 1

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 0 1 −1
1 −1 1
0 0 1
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Ejemplo 3: Diagonalizar (si es posible)

A =

 2 −1 1
0 3 −1
2 1 3


Paso 1: Calcular autovalores.

0 = det(A− λI ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 1

0 3− λ −1
2 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ =

= (2− λ)(3− λ)(3− λ) + 2−
(

2(3− λ)− (2− λ)

)
=

−λ3+8λ2+22λ+16 = (λ−4)(−λ2+4λ−4) = (4−λ)(2−λ)2 = 0.
Los autovalores son λ1 = 4 y λ2 = 2.
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Ejemplo 3: Diagonalizar (si es posible)

A =

 2 −1 1
0 3 −1
2 1 3


Paso 2: Calcular autovectores asociados a los autovalores.
Respecto a λ1 = 2

(A− 2I )x = 0⇒

 0 −1 1 0
0 1 −1 0
2 1 1 0

 −−−−−→
(F1−F2)2 0 −1 1 0

0 0 0 0
2 1 1 0

⇒ {
−y + z = 0

2x + y + z = 0
⇒ y = z
−x = y

.

Solución del sistema:{α(−1, 1, 1) : α ∈ R}. Un autovector de A
asociado a λ = 2 es (−1, 1, 1).



Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4 Resumen

Ejemplo 3: Diagonalizar (si es posible)

A =

 2 −1 1
0 3 −1
2 1 3


Paso 2: Calcular autovectores asociados a los autovalores.
Respecto a λ2 = 4

(A− 4I )x = 0⇒

 −2 −1 1 0
0 −1 −1 0
2 1 −1 0

 −−−−−→
(F1+F3)3 −2 −1 1 0

0 −1 −1 0
0 0 0 0

⇒ {
−2x − y + z = 0
−y − z = 0

⇒ y = −z
x = z

.

Solución del sistema:{α(1,−1, 1) : α ∈ R}. Un autovector de A
asociado a λ = 4 es (1,−1, 1).
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Ejemplo 3: Diagonalizar (si es posible)

A =

 2 −1 1
0 3 −1
2 1 3


Paso 3: Concluir Sabemos que A tiene:

Autovalores Autovector asociado
λ1 = 2 (−1, 1, 1)
λ2 = 2 (−1, 1, 1)
λ3 = 4 (1,−1, 1)

Sólo puedo elegir 2 autovectores que no sean uno multiplo del

otro. La matriz no es diagonalizable



Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4 Resumen

Ejemplo 4: Diagonalizar (si es posible) A =

(
1 −1
5 −1

)
.

Paso 1: Calcular autovalores

det(A−λI ) =

∣∣∣∣ 1− λ −1
5 −1− λ

∣∣∣∣ = (1−λ)(−1−λ)+5 = λ2+4 = 0

En R no hay ráıces ⇒ no hay autovalores en R⇒ no es
diagonalizable en R.

En C, las ráıces son 2i y −2i ⇒ son autovalores.
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Ejemplo 4: Diagonalizar (si es posible) A =

(
1 −1
5 −1

)
.

Paso 1: Calcular autovalores

det(A−λI ) =

∣∣∣∣ 1− λ −1
5 −1− λ

∣∣∣∣ = (1−λ)(−1−λ)+5 = λ2+4 = 0

En R no hay ráıces ⇒ no hay autovalores en R⇒ no es
diagonalizable en R.

En C, las ráıces son 2i y −2i ⇒ son autovalores.
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Ejemplo 4: Diagonalizar (si es posible) A =

(
1 −1
5 −1

)
.

Paso 2: Calcular autovectores asociados a autovalores Respecto a
λ = 2i(

1− 2i −1
5 −1− 2i

)
x = 0⇒

(
1− 2i −1 0

5 −1− 2i 0

)
→

(1+2i)F1→
(

5 −1− 2i 0
5 −1− 2i 0

)
(F1−F2)2→

(
5 −1− 2i 0

0 0

)
Solución del sistema (A− 2i)x = 0⇒ {α(1+2i

5 , 1) : α ∈ C}.
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Ejemplo 4: Diagonalizar (si es posible) A =

(
1 −1
5 −1

)
.

Paso 2: Calcular autovectores asociados a autovalores Un
autovector asociado a λ = 2i es (1+2i

5 , 1).
Como A ∈ R2×2, un autovector asociado a λ = −2i es (1−2i

5 , 1).
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Ejemplo 4: Diagonalizar (si es posible) A =

(
1 −1
5 −1

)
.

Paso 3: Concluir Sabemos que A tiene

Autovalores Autovector asociado

λ1 = 2i (1+2i
5 , 1)

λ2 = −2i (1−2i
5 , 1)

P =

(
1+2i
5

1−2i
5

1 1

)
⇒ D =

(
2i 0
0 −2i

)
Y tenemos que(

1 −1
5 −1

)
=

(
1+2i
5

1−2i
5

1 1

)(
2i 0
0 −2i

)(
−5

4 i
1
2 + 1

4 i
5
4 i

1
2 −

1
4 i

)
y A es diagonalizable en C.
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Teorema
Sea A ∈ Kn×n una matriz es diagonalizable si y sólo si existen n
autovectores v1, v2, . . . , vn ∈ Kn×1 asociados a autovalores λ (no
necesariamente distintos) tales que la matriz

P =
(
v1 v2 . . . vn

)
∈ Kn×n

es inversible.

Proposición

Una matriz A ∈ Kn×n es diagonalizable si la multiplicidad de cada
autovalor λ como ráız de su polinomio caracteŕıstico coincide

• Con la ḿınima cantidad de generadores del autoespacio
asociado a ese autovalor.

• que es lo mismo que la cantidad de filas que se anulan de
(A− λI ).

• que es lo mismo que n − rg(A− λI ).
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Resultados

• Si una matriz tiene todos sus autovalores diferentes
es diagonalizable.

• Toda matriz simétrica es diagonalizable.

• Hay matrices no diagonalizabes en R pero si en C.

• Si la matriz tiene coeficientes en R y λ ∈ C es autovalor con
autovector asociado v , entonces λ es autovalor con autovector
asociado v .

• Una matriz es no inversible si y sólo si 0 es autovalor.

• Si una matriz es inversible y λ es autovalor asociado a v ,
entonces λ−1 es autovalor de la inversa y tiene autovector
asociado v .
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