MATE IV

PrAcCTICA 3

FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA
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Funciones Complejas: f: Q2 — C

Sea Q2 C C abierto. Toda f : Q — C se puede escribir como

f(z) =f(x+yi)=u(x,y)+ v(x,y)i

a = f le corresponden las funciones u, v :  — R, su parte
real y parte imaginaria, respectivamente.

Ejemplo 1: e Funcién exponencial compleja
f(z) =€ =™ = ex(cos(y) + sen(y)i)

= e cos(y) + e~ sen(y)i
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Funciones Continuas

Se dice que f : 2 — C es continua en z, € Q si existe el limite
de f cuando z tiende a zy y vale f(z):

lim f(z) =f(z)eC

X Y

Es decir, f es continua
en zy si puntos cercanos a zy en el dominio son llevados por f
a puntos cercanos a f(z)
f:Q — C es continua en €2 si lo es en todo z € Q2
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Teorema 1

Si f,g : 2 — C son continuas en €2 entonces
e f + g es continua en 2

e f - g es continua en {2
f'

@ — es continuaen {z € Q: g(z) # 0}
g

@ Si ademas f es continua en U = la imagen de g
= f o g es continua en €

Ejemplo 2: e f(z) = z es continua y por el Teorema 1
= f(z) = z° es continua = f(z) = z> es continua etc.

= f(z) = z" es continua Vn

Los polinomios p(z) = ag + a1z + - - - + a,z" son continuas
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FUNCIONES DERIVABLES
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Funciones Derivables

Se dice que f : 2 — C es derivable en z € Q si existe el limite
del cociente incremental, donde el incremento Az € C:

vy f(z4+Az)—f(2)
rE =T A

eC

f:Q — C es derivable en Q silo es en todo z € Q
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Ejemplo 3. a) f(z) = z es derivable

f(z) = z es derivable, es decir, existe f'(z) en todo C pues

. f(z4+Az)—f(z) . (z+Az)—z
/ o _ _
flz) =7 = dz Allznlo Az - AllerO Az

A
— lim 22 = |im 1=1Vz
Az—0 AZ Az—0
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Ejemplo 3. b) f(z) = z* es derivable

f(z) = z* es derivable y existe f'(z) en todo C pues

. f(z4+Az)—f(z2) . (z+Az)? -2
2y _ _
Er=dm 8 AN a:
. 22+ 2zAz + (Az)? - 22 2zAz + (Az)?
= |Iim = |im
Az—0 Az Az—0 Az

= lim 2z+ Az=27
Az—0
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Teorema 2

Si f,g : £ — C son derivables en 2 entonces
e f + g es derivable en Q2
e f - g es derivable en 2

f'
° e es derivable en {z € Q: g(z) # 0}

@ Si ademas f es derivable en U = la imagen de g
= f o g es derivable en Q
y valen las férmulas de derivacién de las operaciones:
o f + g derivable con (f+g) =f + g’
o f-gderivableen Qcon (f-g) =f-g+f-g

f f\ f-g—f-g
@ — derivable con (—) = # Vz:g(z) #0
g g g

@ Regla de la Cadena: (fog)(z) =f'(g(2)) - g'(2)
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Mas Funciones Derivables: Ejemplo 4

f(z) = z> = z - z? es producto de funciones derivables en
todo C, por lo cual es derivable

=z 2

, ...z" es derivable ¥n
Los polinomios y las funciones racionales son derivables en
su dominio:

n

p(z) = ap + a1z + a2’ +...anz

p(z)
f(z)=—=:Vz:q(z) #0
()= (2)
y sus derivadas de se obtienen por las férmulas usuales, en
virtud del teorema 2.
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Ejemplo 5: Dominio de Derivabilidad

Determinar el dominio y la regién en la cual

7T'Z2

T sea derivable
473 — —
2

Sol: Dom(f):Q:{ze(c;4z3_%#0}:{266:237&;}

8
2° = 3 = |zl =3
1
3—7
- 2 2 4
3 arg(z) =0+ 2km :>9k:§k7rz>9:0, 3™ 37
= :{ZEC:Z;&%,Z#%‘@

= f es derivable en €2 por ser cociente de derivables con

denominador no nulo.
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Ademis, V z € () se puede calcular f(z) usando las reglas de
derivacién de las operaciones:

df d[ =z°
LA
dz dz [4z% — 3
_ 2nz(42° — 1) — wz* - 1222
CEE
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Teorema 3: Cauchy-Riemann

Sea f: Q2 C C abierto, f : Q — C, f = u + iv entonces

f derivable en un punto z = x + yi <= u, v diferenciables en
el mismo (x, y) y valen las identidades

Uy = Vvy; U, = —Vvy en (x,y)

Ademas, en cada z donde valen estas condiciones:

f'(z) = u(x,y) + ivi(x,y)

En este caso, también — f continua en el mismo z.
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Ejemplo 6: Descartar derivabilidad

Analizar la derivabilidad de f(z) =Z

Solucién:
f(z) = Z no es derivable para ningin z € C

pues f(z) =Z=x—yi

uy =1%# —1=u, cualquierasea z<c C

= No valen las identidades de C - R en ningtn z € C
Falla una de las 4 condiciones de C - R

= No existe f'(z) para ningiin z € C
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Ejemplo 7

Analizar la derivabilidad de f(z) = e*

Solucién: Veamos que f(z) = e* es derivable en todo C:
f(z) = e* = e = e’ = e*(cosy + sen yi)

=e“cosy +e“seny i
—— N —

=u(x,y) =v(xy)
= u(x,y) = €“cosy; v(x,y)=e€"seny

u 'y v diferenciables para todo z = x+ yi € C
C — R valen pues { x(x, y) = € o8y = vy (x, )
uy(x,y) = e(—seny) = —v(x,y)

Paratodo z=x+yi € C
f'(z) = ux(x,y) + vu(x,y)i = € cosy + e*senyi = e*



f(z) = e* es derivable en todo C

f(z) = € es derivable en todo C y f'(z) = €*
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Ejemplo 8: Descartar derivabilidad de f : C — C

Analizar la derivabilidad de

f(z) = f(x+yi)=x>+i(l—y)

u(x,y) =x°

vix,y)=1-y

Supongamos que f sea derivable en z € C, luego, por Cauchy
- Riemann, en el mismo z = x + yi debe verificarse

Solucién: Tenemos {

2 __ _ _
3x° = uy, = v, = —1, absurdo

luego esta identidad no vale para ningtin z € C

= no existe f'(z) = 0 para ningin z € C

Patricia Jancsa Practica 3: Primera Parte



Ejemplo 9. a)

Analizar la derivabilidad de

f(z) = x*4+y? = ulx,y)+iv(x,y) = {

= u, v diferenciables
Pero jvale Cauchy-Riemann? jpara qué valores de z7
u(x,y) y v(x,y) cumplen las identidades si sélo si

2x = ux(x,y) = v(x,y)=0 = x=0

2y:Uy(X,y):—VX(X,y):0 = y=0
< (x,y) =(0,0)
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f(z) = |z|? es derivable sélo en z=0y f'(0) =0

f'(z) no existe en ningin otro punto de C
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Ejemplo 9. b)

Hallar los z € C: f(z) = |z| = \/x? + y? sea derivable si los

hay.

Solucidn:

u(x,y) = V/x* +y?

x,y) =0

<
—_—

|z| = u(x,y) + iv(x,y) = {

— v es diferenciable en todo R?, pero
u(x, y) es diferenciable sélo para (x,y) # (0,0), donde es
composicion de diferenciables.
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Atencidn : no existen las derivadas parciales de u en (0,0) :

_ 2
9 4(0,0) = fim Y10 =u©.0) _ Vh
Ox h—0 h h—0 h
= lim u = +1 dependiendo de que h — 0*
h—0 h

= u no es diferenciable en (0,0)

Por Cauchy - Riemann, f(z) no es derivable en z =0
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Pero u si es diferenciable para todo (x, y) # (0, 0) por ser
composicion de diferenciables.

i Valen las identidades de Cauchy-Riemann para algiin

(x.y) # (0,0)?

u(x,y) y v(x,y) cumplen las identidades si sélo si

X

T ) = wlxy) =0 = x=0
\/XZ+—y2 u(xy) = —wlxy) =0 = y=0

< (x,y) = (0,0), absurdo!

= f(z) = |z| no es derivable en ningiin z € C
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Ejemplo 10. Las identidades de C - R no son
condiciones suficientes

Probar que valen las identidades de Cauchy - Riemann en
z =0 pero f(z) no es derivable en z = 0:

si z#0

si z=20

Solucién: e f es una funcién partida = analizar z = 0 por
definicién, pero necesitamos conocer de u, v cerca de z = 0:
Si z# 0 = usemos zz = |z|*:
=\2 )3 )3
z z z
(@@

z 7z |z[]?

CA: (2)°=(x —yi)® = (x — yi)*(x — yi)
=(x* — y? — 2xyi)(x — yi) = x> = 3xy*+ i(y> —3x%y
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. (2} x3-3xy2 [y?—-3x%
: f(z) = =
Siz#0: f(2) BE e +i e

=u(x,y) +iv(x,y) V(x,y) # (0,0)

Veamos que se verifican u, = v, u, = —v, en z = 0:
h? 0

i 00) = i 0O < i
h? 0

5y 00) = fim "L KO0 i B
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|z|2 X2+ y? x2 + y?
0 0
du . u(0,h)—w(,0) . 2" e
A R R Pt
0 0
ov v(h,0) —v(0,0) . - 0
L S S L i i

Por lo tanto, valen las identidades de Cauchy - Riemann en

z=0
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Pero u no es diferenciable en (0, 0)

=1 =0 =0
— — —~
im u(x,y) — ux(0,0)x — u,(0,0)y — u(0,0)
i
(x)—+(0,0) G, )]
x3 — 3xy?
x2 + 2 X

= |lim
Cax)=(00)  (/x2 + y?

x3 —3xy? — x(x* + y?)
) =(00)  /x2 4+ y2(x? + y?)

e X3 x4 )
()=(00)  /x2 4+ y2(x% + y?)
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u no es diferenciable en z =0

—4xy?

lim =
)= 00) (x2 + y2) /X2 + 2

Veamos usando trayectorias que el limite anterior no existe:

x =0:
L = lim =0
y=0 |y[?
y =X
3 /3 X
L = lim = — I|m — que no existe
x—0 2\/_x2]x\ 0 |x]| q

= u no es diferenciable en z =0

Concluimos que f(z) no es derivable en z =10
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FUNCIONES HOLOMORFAS
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Funciones holomorfas

Definicion: Sea Q C C abierto; f : Q — C es holomorfa si
f es derivable en , es decir, si f'(z) existe para todo z € Q

f : 2 — C es holomorfa en un punto zy € €2 si lo es en un
abierto que contiene a zj.

No tiene sentido hablar de f holomorfa en un punto aislado

Sélo podemos hablar de f holomorfa en un dominio abierto
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f(z) = e* es holomorfa en todo C

f(z) = e” es derivable en todo C y f'(z) = €*

— f(z) = e* es HOLOMORFA en C.
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Teorema 4: Funciones holomorfas

Si f,g : £ — C son holomorfas en el abierto €2 entonces
e f + g es holomorfa en Q

@ f - g es holomorfa en 2
f
° . es holomorfa en {z € Q : g(z) # 0}

es decir
o f + g derivable con (f + g)' = f'+ g’ en Q.
o f-gderivableen Qcon (f-g) =f-g+f-g en Q.

f
° p derivable en {z € Q: g/z) # 0} con

f\' f-g—fg
(§) =~ F e
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Ejemplo 11

Determinar el dominio y la regién en la cual

2z

1 sea holomorfa

Sol: Dom(f):Q:{ze(c;4z3_%7&@}:{26@:237&%}

(1= = | =1
3 —_— =
- 2 2 4
3 arg(z) = 0+ 2km :>9k:§k7rz>9:0, 3™ 37T
= :{ZEC:Z%%,Z#%‘@}
= f es holomorfa en por ser cociente de

holomorfas con denominador no nulo.
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Ejemplo 12: Cociente de funciones holomorfas

Hallar el abierto 2 mas grande en el cual f sea holomorfa

1
ez —1

Solucién: Q ={ze C:e” # 1}
=" = 1=l
1=e =e(cos(y) +isen(y)) = 1=|e*|=e*=x=0
Comparemos la parte imaginaria de ambos miembros:
0=sen(y) =y = kr
Evaluemos el coseno (la parte real) en estos valores:

1 =cos(y) = cos(km) = (—1)* = k par, k=2n:ncZ
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En efecto,
e*™" = cos(2n) + isen(2nm) = 1Vn € Z

Por lo tanto, Q = {z € C: z # 2nri, n€ Z}

1
= f(z) = es holomorfa en Q
ez —1

por ser cociente de holomorfas

con denominador no nulo en Q

Patricia Jancsa Practica 3: Primera Parte



Los puntos fuera del dominio son ---—27i, 0, 27i, 4mi,...
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FUNCIONES HOLOMORFAS
EN
CoONJUNTOS CONEXOS
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Conjuntos Arcoconexos

Estudiemos ahora funciones f : 2 — C donde Q C C es
abierto y conexo.

) C C se dice arcoconexo o conexo por curvas: si todo par de
puntos de 2 se puede unir por una curva contenida en

Q C C es abierto y conexo < es arcoconexo
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Conjuntos Arcoconexos

La unién y la interseccién de union union
arcoconexos
no necesariamente

€S arcoconexo D

non connexe connexe
intersection intersection

A A G*TB\\
B/ a.-

connexe non connexe
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Conjuntos Conexos

En general, un conjunto se dice conexo si no se puede cubrir
con dos abiertos disjuntos, no vacios:

4 W

Conexo No Conexo
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Ejemplo 13. Funciones f : C — R

Sea Q2 C C abierto y conexo. Probar que

si f : 2 = R es holomorfa, entonces f es constante

Dem: Sea f holomorfa en U = f(z) es derivable en U

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) = u, v verifican Cauchy - R = { = Wy

y = V%
Pero, la imagen de f esta contenida en R =-la parte

imaginaria es cero:

f(z) = ulx,y) + iv(x,y) e R= v(x,y) = 0 V(x,y)

= u(x,y) =v(x,¥y) =0, u,(x,y) =—v(x,y) =0 V(x,y)

Es decir que las dos derivadas parciales de u son cero

= u = C es constante,v =0 = f = C es constante
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i Es necesaria la hipotesis de conexion?

Contraejemplo: Consideremos 2 =U U V:
U={zeC:|z+5/ <15}, V={ze€ C:|z—-5| <15}

y la funcién f : Q — C:

1 zelU
f(z):{ -1 z€V

= f holomorfa en Q pero no es constante en 2
aunque toma sélo valores en R.

Es decir, el resultado no necesariamente vale

si Q = Dom(f) no es conexo
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Contraejempo si Q = Dom(f) no es conexo

Atencion: El anterior sirve también de contraejemplo para

mostrar que el siguiente enunciado deja de ser valido sin la
hipdtesis de {2 conexo:

|f| constante en Q abierto y conexo = f es constante en .
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Q = Dom(f) no es conexo

..... "
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Observacidon: = f es constante en cada una de las dos

componentes conexas U y V
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Funciones con dominios abiertos y conexos

Practica 3, ejercicio 12. Sea 2 C C abierto y conexo,
f : Q — C holomorfa. Probar

@ Re(f) constante en Q = f es constante en .
@ Im(f) constante en Q2 = f es constante en Q.
@ |f| constante en Q2 = f es constante en Q.

@ Arg(f) constante en 2 = f es constante en Q.

Demostracién: como el ejemplo 13.
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Funciones con dominios abiertos y conexos

Practica 3, ejercicio 11. Sea Q2 C C abierto y conexo,
f : 2 — C holomorfa. Probar que

@ Si también f es holomorfa en Q = f es constante.
@ Sif'=0 = f es constante en (.

@ Si g es holomorfaen Qy g’ = f = f — g es constante
en Q.

Demostracién: como el ejemplo 13.
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Resolucion de Practica 3, Ejercicio 12. ¢

Si Q es abierto y conexo, f :  — C es holomorfa y |f| es
constante, entonces f es constante en Q.

Solucién: existe C > 0 :

C=|f(2)]> = f(z) - f(z) Vz € Q

Si C =0= f(z) =0 6 bien f(z) = 0 para cada z € Q:

Si0=f(z)=w=u+iv=u(x,y) =0=v(x,y)
— f(z) =0 = f(z) paracada z € Q

|dem si empezamos con f(z) =0
En cualquiera de los dos casos = f(z) =0 Vz. € Q

Patricia Jancsa Practica 3: Primera Parte



SiC>0=f(z)#0Vze Q= f(z) = f(Cz) holomorfa

por ser cociente de holomorfas

s U(2)= Re (z) = %(f(z) + @) VzeQ

es combinacién lineal de holomorfas, por lo tanto

U(z) es holomorfa pero toma sélo valores en R
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— U(z)= Re f(z) = %(f(z) +f(2))Vze€Q

es holomorfa con parte imaginaria cero

. su parte imaginaria no es V

Como en el ejemplo 13, las identidades de Cauchy - Riemann
implican

== U, = 20 =0= —QO = U, = U es constante en (2
dy ox

Aplicando C — R af = U+ iV = V es constante en )

f es constante en )
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