MATEMATICA 4: PRACTICA 3
FuNciON EXPONENCIAL Y LOGARITMO

Miércoles 7 de Septiembre de 2022
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Todo z # 0, z € C tiene su argumento: z = x + iy
z = |z|(cosf + isenB)

donde € € R cumple

cosf = i; senf) = =
Z| Z|

6 argumento de z <= 6 + 2nm es un argumento Vn € Z
—> el argumento no es tnico

Ej: o arg(—V3+1i) = %W+2n7r: 17677r—|—2ﬁ7r :n,h € 7 etc.

carg(l—i)=—ir+2nm = In+ 2fim : n,fi € Z etc.
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Ej. 1. 2 C C = Dominio del Argumento Principal

En el abierto y conexo
Q={z=x+iyeC:x>0 V y#0} se define
=funcién argumento principal

Arg : Q — (—m,m) CR

Arg(z) = Arg(x +iy) =0 € (—m,7)

donde 0 es el (inico nimero real que cumple
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iDonde es continua funcion la Argumento?

Si se quisiera extender y definir el argumento como funcién a
todo C menos el cero: Arg : C\ {z =0} — (—m, +7]

= no es continua sobre la semirrecta x < 0

pues, si x < 0y definimos arg(x) = 7, se tienen tan cerca
como se quiera, complejos z = x — je con arg(x — i€) ~ —7
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Sea x < 0y definamos arg(x) = , entonces no existe el
limite de argumento de z cuando z — x:
Si z = x + it, entonces

limArg(z) = tl_i>r(r)1+Arg(x + it) = Arg(x)

Z—X

=7 # —m = lim Arg(x + it)

t—0—

= Blim Arg(2)
Z—X
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Otros argumentos

Anéalogamente, se puede definir una funcién continua
argumento en todo C menos una semirrecta, es decir

i0

arg: O, ={z=re" o <0 <a+2r}— (a, a+2n)
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Propiedades de la funcién Arg principal

> Arg : Q= (—m,m) CR
» Arg funcién continua

» Arg no derivable, no holomorfa
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Funcién Tangente: R — R

o y = tan(t) = =28) {t#@n+1)Z} >R

cos(t)
e lim tan(t) = —oo, lim tan(t) = +oo
-3 -5~

o Se restringe el dominio de forma que sea inyectiva:
y = tan(t) = =) (-2,2) >R

cos(t)
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10,

-9




Funcidn arcotangente: R — R

e s = arctan(t) <= tan(s) =t

T
= arctan(t :R—)(——,—)
s = arctan(t) 575

1 =15 1 ¥ = A
. tﬂTooarcan(t) = 72, lim arcan(t)
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iFormula de la funcion Argumento?

Arg(z) =0 € (—m,m)
= Arg: Q — (—m,7) CR
z=x+ iy=|z|(cosf + isen ) donde § € R cumple

cosf =~ senf = 2 —T<f<m<=tan(f)==:x#0

2| 2|

Si ademds ’7” <0< % entonces 0 = arctan <Z>
X
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Formula de la funcion Argumento




Ej: (x,y) = (=&, 1) = arctan(¥) + 7 = arctan(—\/%) +r
4 > € ( )
=——+n=_mec (-7
6 6 ’
Ej: (x,y) = (=%, —}) = arctan(¥) — = = arctan(J;) —
5
:g—ﬁz—gwe (—m,m)
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Sobre el eje imaginario y > 0, x = 0 tenemos

. . T
lim arctan <)—/> = lim arctan(t) = =
x—0F X t—+00 2

= Definamos entonces Arg(iy) = g cy >0

arg(z) = arctan (%) en cuadrantes | y IV,
arg(z) = arctan (£) + 7 en el cuadrante |I
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Para que resulte continua sobre y < 0, x = 0, el semieje
negativo y:

. _ 7r
lim arctan (Z) = lim arctan(t) = —=
x—0+ X t——00 2

# —l—g = lim arctan <X> = lim arctan(t)

x—0~ X t—+o0

= Definamos entonces Arg(iy) = —g, y <0

Arg(z) = arctan (¥) en cuadrantes | y IV,
Arg(z) = arctan (£) 4+ 7 en el cuadrante ||

Arg(z) = arctan (£) — 7 en el cuadrante |l

Concluimos que una buena eleccién de Dom(Arg) = Q para
que Arg(z) = argumento principal resulte continua es Q_, =
todo C menos la semirrecta del eje x <0
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Formula de la funcién Argumento

La funcién argumento principal Arg(z) =6 € (—m,7)
= Arg: Q — (-7, 7) CR

coincide con las férmulas

(arctan (%) si x>0
T
= ] =0,y>0
5 si x=0,y
. ™ .
Arg(x + yi) = 5 si x=0,y<0

arctan(f)—l—ﬂ si x<0<y

\ arctan()y;)—ﬂ si x,y <0 \/
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Propiedades de €*

> e = eXe = eX(cosy + iseny)
— || =€, arg(e®)=y+2nm:neZ

S ez+w — ez . eW
> el =1 z=2nmi:ncl
» Corolario: = f(z) = e : C — C no es inyectiva pues

ef=e"<—= w=z4+2nmi: YVnEZ
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Demostracion:
> ef=1l<z=2nmi:ne’l
(<) Sine€Z = "™ = cos(2nw) +isen(2nT) = 1Vn

(=) Si1l=¢e*=e*cos(y) + isen(y)
= l=lefl=e"enR=x=0

Por otra parte, el argumento de ambos miembros debe ser
el mismo: 2nm = arg(l) = arg(e?) =y < y = 2n7w

&z =2n7i

» Corolario: e =e¥ < w=z+2nmi:n€Z
En efecto, e? = e <= 1 =" 7

&= w—z=2nwi:n€Z
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Ejercicio 1. a) Analizar la inyectividad de

f(z) =e*

Solucién: Supongamos que z = x + iy, w = u + iv, e = e"
entonces

e“(cosy +iseny) =e* =e" = e"(cosv +isenv)
entonces |e*| = |e"| implica
e=e*|=e"|=e"eR<=x=u
Ademas,

(cosy +iseny) = (cosv +isenv) <= v =y +2nrw

Por lo tanto, | &2 = e <—= w = z + 2nmi ‘

= e® es periddica de periodo 27i
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i Ddnde es inyectiva e*?

» f(z) = e es inyectiva en cada franja horizontal abierta
de ancho 27
—> €7 inyectiva en
Uy :={w €C:—a<Imw) <o+ 27}

— e : U_, — C es inyectiva
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e” es inyectiva en cualquier franja abierta horizontal, de ancho
27T
Uyo={z €eC:a<Im(z) < a+2r}
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Obtenemos que e® es inyectiva en el abierto conexo:

U,={z €¢C:—n<Im(z) <~}

Patricia Jancsa Funcién Exponencial y Logaritmo



1. b) Calcular la imagen de U_, por &*

e es inyectiva en el abierto: U_, = {zeC: —n<Im(z) <7}

O T === = = - Z=X+Yyi

La imagen de U_; es el abierto Q_, = {w : Arg(w) € (—m,7)}

i

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, €7 = ex(cos(y) + isen(y,

v

—Tr
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Biyectividad de €*

Siz=x+yielU=-n1<y<m

Lo — X (cos(y) + isen(y)>1

N

-~

Arg(e%)=y
e’ U . — . es biyectiva y holomorfa
U, ,={z €eC:—n<Im(z) <}

= Q . ={w: Arg(w) € (-7, 7)}

= e” tiene inversa holomorfa Log(z)
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Ej 2. Definir la inversa de €%, la funcion Log

principal y comprobar que es holomorfa

Se define la funcién logaritmo principal

Log(z) = Inlz| +i Arg(z) :Q .— U

parte real parte imaginaria

= Log(z) y e son una inversa de la otra

—T

z =re" v In(r) + i0, donde Arg(z) =0 € (—m,n)
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Ejercicio 2. b) Calcular

o Log(—V3+i)=In|—V3+i|+arg(—V3+i)i=In2+ 3ri

o Log((1— i) =1In1+arg(2(1—i))i = —1iri
* Hallar todos los z € C tales que Log(z) =r — 3mi: r > 0.

Solucién:
3 . )
Log(z) =r— 7= In|z| + Arg(z)i
e Partereal: = Injz|=r=|z|=e"=R>1
3
e Parte imaginaria: = ™= Arg(z)

Por lo tanto,
Solucién = {z — efe ™= —R?(l +i):R> 1}\/
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Propiedades de la funcién Log principal

» Llog:Q_. — U_,
» Log(z) e {w € C: —7 < Im(w) < 7}

Imagen = franja horizontal abierta de ancho 27

={w €C: —nm<Imw) <7}=U_,

1
» Log holomorfa en Q con Log '(z) = =
z

Log(z) -

; LY Lo w=Llog(2)
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Ej. 2. c) Probar que Log principal: Q_, — U .y

eZ son una inversa de la otra

ez=re?€Q = Log(z)=Inr+if:0¢c (—m,x)
— eLog(z) — elnr+i9 — eIn rei9 —r. ei0: P /

o Andlogamente, w = x+ iy € U , =y € (—m,7)

— |e"| =€, arg(e")=y+2kn:keZ
e’ =& = Log(e”)=In (|e"|)+i Arg(e”) =Ine*+iy

:X+iy:W\/

donde elegimos y € (—m, ) entre todos los valores de
arg(e”) =y + 2km : k € Z porque aqui
Arg(z) es la funcién Arg principal = toma un tnico valor
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Atencion: El logaritmo como inversa de la exponencial tiene
sentido sélo en los dominios restringidos, por lo cual no es util
para encontrar soluciones de ecuaciones.

Vale siempre e'°8(?) = z Vz # 0 (alguna rama del log)

No vale en general: Log(e*) = z para cualquier z € C dado
que € es periddica, de periodo 27i

Contraejemplo: si z = 27/ entonces
Log(e?) = Log(e*™) = Log(1) =0 # z

En general, sélo se puede decir

Log(e*) =z+2kmi: keZ
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2. d) Concluir que Log (z) es holomorfa

1
Log '(z) = = Vz € Q_, y por lo tanto, Log (z) es holomorfa
z

en Q_,.

Dem: es consecuencia de que:

e Log (z) es continua

e Log (z) es lainversade f(z) =e*: U_, = Q_,

= Vz existe unw : z = ¢e"

Log (z) — Log () 1

= Log '(zg) = lim = lim
zZ—Zy Z — ZO zZ—2Z) ( ( i*Zo ( ))
Log (z)—Log (zo

1

= lim

w—wp ( e —e™0 )
Log (e”)—Log (e"0)
1 1 1

w—wo (vee""0> em  z
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Ramas de la Funcién log : 2, — C

Un dominio abierto y conexo

Q, = C menos la semirrecta arg(z) = «

sirve de dominio de una funcién argumento (no principal)
arg : Q, — (a,a+27) CR
dada por
arg(z) = arg(x + iy) =0 € (o, a« + 27)

donde @ es el tinico nimero real que cumple

Yy

cos@z;; senf = < <a+2r
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Ramas de la Funcién log : 2, — C

Ramas del logaritmo
son las distintas funciones logaritmos definidas en cada
Q,={z€C:arg(z) # a+2kr, k€ Z,z#0}:

Se elige arg(z) = 0 € (a, v + 27) y se define con la misma
férmula una rama del logaritmo
log(z) = In|z| + i arg(z) : Q, — C

— log(re”) =Inr+if:a <6 <a+2n

Dos ramas distintas del logaritmo pueden diferir a lo sumo en
una constante 2nmi : n € Z

— log(z) = Log(z)+2nmi :n€Z
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Una rama del logaritmo log(z) : Q, — U,

Q,={z=re" a<l<at2r}=Uy={x+yi:a<y<a+2r}

log : Q) — U,
z = re'” v In(r) + i, donde arg(z) =0 € (o, a + 27)
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Propiedades de la funciones log complejas

log(re”®) =Inr+if:a<0<a+2r
log : 2, — U,
> log(z) e Uy :={w=x+yi €C:a<y<a+2r}

vy

Imagen = franja horizontal abierta de ancho 27

1
» Jog '(z) = = continua = log holomorfa en Q,
z

» ey log son una inversa de la otra:

el — 7 vz eQ y log(e”) = w, Yw € U

» log(z) = Log(z)+2nmi \/
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2. e) Mostrar con los sgtes ejemplos que los

valores de dos ramas del logaritmo pueden dar

valores distintos atun en un dominio comun

Calcular 1) Log(1 — v/3iy 2) log(1 — +/3i) si en el 2do caso,
log(z) =In|z| + i arg(z) : arg (z) € (0,27)

Solucién: 1) Log(z) = Log principal
= Log(z) =In|z| + i Arg(2) : Arg(z) € (—m,7)

= Log (1 - \/§i) —In2— %i - In2—gi donde %” € ()

2) log(z) = In|z| + i arg(z) con arg(z) € (0,27)
5t

= log (1 — \/§/) =In2+ ?i =In 2—1—5%/ donde 5% € (0,2m)
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Practica 3. Ej 9. c) Definicién de f(z) = z*

holomorfa

Sea w € C (fijo); en el dominio
Q=Q_,={zeC: Arg(z) € (—m,m)} del logaritmo
principal se define la potencia compleja

f(z) = z = "8 holomorfa por ser composicién de
holomorfas en , y su derivada es

d(zw) o d wlog(z) _ _w
dz  dz° -2y
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En particular, se define la funcién holomorfa
raiz cuadrada: Q — Q: si z = |z|e", con § € (—m, )

= f(z) = 72 = e2los(@)

1
1 ; /n(|2|?> i
— eZ(In|z|+19) — e e
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Tenemos la funcién holomorfa
raiz cuadrada: Q — Q: si z = |z|e’, con § € (—m, )

9 1 10
También —f(z) = —z2 = —|z|2¢e'2 es holomorfa.
= +f(z) son dos ramas de la funcién raiz cuadrada en Q.

Si se eligen otros dominios 2, : @ < 0 < a + 27 se obtienen

funciones distintas
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Recordemos: Funciones armonicas

Definicién: Dado un abierto Q C R?, h: Q — R se dice
armonica en €2 si h es 2 veces derivable y satisface la ecuacién
de Laplace (h. + hyy)(x,y) =0, V(x,y) € Q.

Si u,v :Q — C son armdnicas en € y verifican

Uy =V, : . , .
{ x Y se dice que v es una conjugada armodnica de u
u, = —Vy
Teorema: Sea 2 C C un abierto y conexo.

o Si f(x+ yi) = u(x,y)+ i v(x,y) es holomorfa en Q y las
funciones u, v son de clase C? entonces v es una conjugada

armodnica de u en €.

o Reciprocamente, si v es una conjugada armoénica de u en 2
entonces f(x + yi) = u(x,y) + i v(x, y) es-holomorfa en-Q
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Existencia de la conjugada arménica

¢ Si Q C C es abierto, simplemente conexo (sin agujeros),
u: ) — C es armdnica entonces existe v : {2 — C conjugada
arménica de u en €

e Si v:Q — C conjugada arménica de u en  entonces v + ¢
también lo es Vc € R

Patricia Jancsa Funcién Exponencial y Logaritmo



Ejercicio 3. Otro camino para definir el Log

Principal

Probar que si u(x,y) = In|z|, entonces v(x,y) = Arg(z) es
una conjugada arménica de v en Q_
|dea de la Solucién:

{v(x,y) = Arg(z) + c: c € R}

Sic=0, v(x,y) = Arg(z) es conjugada arménica de
u(x,y) = In|z| en el dominio simplemente conexo Q.
=> obtenemos una funcién holomorfa que llamamos
Logaritmo principal

Log(z) = Inlz| +i Arg(z) :Q_.— U

~~~ N——
parte real parte imaginaria

La eleccién de la constante anterior se hace con la condicidon

de que Log(z) y e sean una inversa de la otra
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Desarrollo del Ej. 3. Ln(r) es arménica: V2 =0

1
Probar que u(x,y) = §/n (x? + y?) es arménica en

z# 0, z € Cy calcular todas sus conjugadas armdnicas.
i Cuél es el dominio mas grande de una conjugada arménica de
u?

Solucién: Veamos que u(x,y) = In\/x? + y? es arménica:

X y
° UX(X7.y) = ma Uy(XaY) = X2 + y2

y2 — X2 x2 — y?
o Uu(x,y) = ma Uy (x,y) = (x2 + y2)2

= Uxx(XaY) + Uyy(Xv)/) =0 V(Xa)/) 7é (070)
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Busquemos una conjugada arménica v(x, y)

e Por Cauchy - Riemann, v debe cumplir: v, = v,, u, = —v,,

donde 9
u, = a—ln\/x2 +y?=
X

luego, integrando,

x2 + y?
X
v(x,y)—/Vy(xay)dyz/ux(x,y)dy=/mdy=

= / §[1+—1(§)2]dy: arctan (%) + c(x) :

sélo si x # 0, arctan (}—/) € (—Z E) \/
X
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Obtenemos todas las conjugadas arménicas v(x, y)

Ahora la 2da identidad de Cauchy - Riemann: u, = —v,,
donde

0 1 2
u, = —Iny/x%2+ y? = 4 4

Ay VX Y222 +y? X2ty

—_= —VX

2 fan(2) ] 575+ -

= {v(x,y) = arctan ();;) —f—c:cER,X#O}
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Se obtiene una funcién f(z) = u + iv holomorfa

f(z) = u(x,y) + iv(x, y)
= In\/x?+ y? + iarctan (X> +c
X

Notar que: en el semiplano x > 0 tenemos

Arg(x + yi) = arctan (%)

entonces en el semiplano x > 0 elijamos ¢ = 0:

f(z) = In|z| + i Arg(z)
~~ S~——

u(x,y) v(x,y)
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f(z) = u+ iv es holomorfa

Obtenemos entonces una funcién holomorfa f(z) = u + iv

= In|lz| +i Arg(z)
~—~ ~—
parte real parte imaginaria

Esta funcién en el semiplano x > 0 es conocida como:
funcién logaritmo principal

Log(z) = Inlz| +i Arg(z) Q. ,.— U

parte real parte imaginaria

Ademas, sabemos que v se puede extender a todo (2_,. por
ser simplemente conexo
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p.

Arctan(t) + 7 € (5,3)
Arctan(t) € (—%,5)
Arctan(t) — m € (=2Z, =F)

Patricia Jancsa Funcién Exponencial y Logaritmo



La conjugada armdnica es Unica, salvo constante, en cada
dominio simplemente conexo
Pero en cada una de las dos componentes conexas, se pueden
elegir constantes distintas: = Definamos entonces

arg(z) = arctan (%) en cuadrantes | y IV,

arg(z) = arctan (£) 4+ m en el cuadrante ||

arg(z) = arctan (£) — 7 en el cuadrante |l

Concluimos que una buena eleccién de v(x, y) que resulte
continua en todo C menos la semirrecta del eje x < 0 es la
funcién argumento principal = 0 € (—m, )

Q_. ¥4
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La existencia de la conjugada arménica sélo esta asegurada
en un dominio simplemente conexo

En particular, no existe una conjugada armédnica continua en

todo C\ {zp = 0} de u(x,y) = In\/x?> + y?

dado que C\ {zp = 0} no es simplemente conexo

El dominio mas grande donde se puede definir una
conjugada arménica continua de u(x,y) = In\/x?> + y? es
todo C menos una semirrecta que empiece en z =0
= se puede definir una conjugada arménica continua de
u(x,y)en Q. =C\{—r<0:re(0,+00)}
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Por lo tanto, v(x,y) = Arg(z) es conjugada arménica de
u(x,y) = In|z| en el dominio simplemente conexo Q_,
= obtenemos una funcién holomorfa que llamamos

funcién logaritmo principal

Log(z) = Inlz| +i Arg(z) :Q_.—

parte real parte imaginaria

La eleccién de la constante anterior se hace con la condicidon
de que
Log(z) y €* sean una inversa de la otra
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Log (z) es holomorfa

Ademas, sabemos por Cauchy - Riemann que si z = x + yi

f/(Z) = UX(X7.y) + iVX(X7y)
Y ya calculamos las derivadas parciales

X _ Y
Ux(va)_Xg_l_yQa uy(X,y)_X2+_y2
Y
VX(Xay):_uy(X7.y):_X2+y2

Entonces

Log'(z) = ux(x,y) + ivi(x, y)

_ Xy 2_1\/

xX2+y? |zf?
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Log (z) es holomorfa

Acabamos de obtener que Log(z) es derivable con derivada
1
Log '(z) = =
og '(2) = -
que es continua para todo z # 0

= es continua en todo Q_, (que no contiene al cero)

Por lo tanto, Log (z) es holomorfa en Q_, \/
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Practica 3, ejercicio 16. Probar que si

f(z)f(z) # 0 entonces g(z) = In|f| es armédnica

Solucién: In|f]| es la parte real de la funcién holomorfa

Log(f(z)), por lo tanto es armdnica \/
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