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Serie de Fourier Trigonométrica

Dadaf : R — R suave a trozos, periodica de periodo 2L, tal
que existen los limites laterales de f'y f” en cada punto de

discontinuidad f(x*), f(x7), f'(x*), f'(x7) (en este caso, f es
de cuadrado integrable); su Serie de Fourier Trigonométrica

esta dada por

flx) ~ %+Z [a,, cos (”Lﬂ) + b, sen (n_zx)]

donde los coeficientes se calculan en la forma:

L
oaozlff(x)dx eq, = ff(x)cos dx n>1
LJ,

ff(x) sin dx n>1
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Convergencia Puntual

La serie de Fourier converge en todo R al valor promedio de
los limites laterales en cada punto

SF[f1(x) = %+ i [an cos (%) + b, sen (n_zx)] - fw

n=1

En particular, en cada punto donde f es continua, la serie de
Fourier converge a f(x), es decir,

SO +f(x0)

SF[f1(x) = >

= f(x) : f continua en x

Patricia Jancsa Series de Fourier



|dentidades Trigonométricas

cos(x—y)—cos(x+y)

sen(x) sen(y) = 5

cos(x+y)+cos(x—y)
2

cos(x) cos(y) =

sen(x+y)+sen(x—y)

sen(x) cos(y) = 5

sen(x+y)—sen(x—y)
2

cos(x) sen(y) =
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a) Obtener la serie de Fourier trigonométrica de la funciéon
periddica de periodo 2z dada por

0 si —a<x<0

J&) =

cos(5x) si O0<x<nm

Graficar f. Determinar el valor al cual converge la serie de
Fourier de f en cada x donde f no es continua.
b) Utilizar la serie para evaluar

2

- n
5= Z:(; (4n? - 25)2
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Solucién: f no es par, no es impar

NANL LN AA A
VRN ST ) B WAV

1 T
a, =~ f f(x)cos(nx) dx, n > 1
T -

1 T
b, =~ f f(x)sen(nx) dx, n > 1
T -




I 1 1 x
ag = — f fx)dx = —f cos(5x)dx = — sen(5x)| =0
) r St 0

T
T Jo

1 (" L
a =~ f f(x) cos(nx) dx = . f cos(5x) cos(nx) dx, n > 1
_,, 0

3 i sen((n — 5)x) sen((n + 5)x)
"l T =5 T m+s)

0. n#5
0

1 (7 1 (™1
asz—fcwﬁmﬂz—f-u+mmmmu
7 Jo ndy 2

_ 1

2r

Vs
O_

1
X+ T sen(le)]
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1 (" ("
b, = ~ f f(x) sen(nx)dx = — f cos(5x) sen(nx)dx, n > 1
o 0

T

s

_ -1 [COS((H - 5)x) . cos((n + 5)x)]
C 22| (n-5) (n+5)

0

—(=1)"=1 —(=1)"=1
B —_1 cos((n — 5)m) — cos(0) N cos((n + 5)m) — cos(0)
C 2n (n->5) (n+5)

n+s

n+5+n-95)

+1 ;
=5 [(=1D)"+ 1] =25
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Conclusién: b,

0 si  nimpar, n#5

= b, =
1 2n 4k

(2 =25)  n(dk2 —25)

si  npar, n =2k

1 T
bs = — f cos(5x) sen(5x) dx
T Jo

1
~ e (5x)‘ -0
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Las primitivas tienen formulas distintas
paran=5yparan +5:

|
an:O\v’n:/éS, 615:5

4k

bs=0, by=————r
T T n@kr - 25y

b, = 0 Vn impar

1 4 < k
= f(0) ~ 5 cos(5x) + Z T s Sen(ky)
k=1
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S1(x) = 5 cos(5x)

A A AN A A

AASTA RS




SH(x) = 5 cos(Sx) + —~ 155 sen(2x)

LA N A A




Ss5(x) = 5 cos(5x) + 2 Y3_, 775= sen(2kx)
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S10(x) = —cos(5x)+ Zk 14k7 T sen(2kx)

\ AN

-1
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S1(x) = 5 cos(5x)

LA AN AN
\V/

\VARVARVRVAR VAR




SH(x) = 5 cos(Sx) + —~ 155 sen(2x)




S3(x) = %cos(Sx) + =

sen(2x) + £ sen(4x)]

[4 25




S4(x) = %cos(Sx) + %Zﬁzl ﬁ sen(2kx)
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Ss5(x) = 5 cos(5x) + 2 Y3_, 775= sen(2kx)
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S10(x) = —cos(5x)+ Zk 14k7 T sen(2kx)
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S15(x) = —cos(5x)+ Zk 14k7 T sen(2kx)
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Sro(x) = —cos(5x) + = Zk 1 4]{,, T sen(2kx)

VA A
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Ss0(x) = —cos(5x) + = Zk 1 4]{,, T sen(2kx)
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Discontinuidades de f

Ademas, f no es continua en x = 2nn:

fOH+f07) _ 1

oSF(f)(2nm) = > >

Analogamente, f no es continua en x = (2n + 1)x:

fO)+fe) 1

oSF()((2n+ D)mr) = > >

e Para todo x # nm, la serie de Fourier converge a f(x):

k
Y sen(2kx)

1 4 <
£ = SF()() = 5 cos(52) + - ; e
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b) ldentidad de Parseval

| N A 1 42 n?
=== 50dx = — 4 — » ———
3 ﬂfo cos”(Sx)dx 4+ﬂ2;(4n2_25)2

2 71.2

- Z‘ @257 &
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Si f es par, su desarrollo es sélo de cosenos

Lema 1: Sea f : R — R una funcién C' a trozos, pary
periddica de periodo 2L, entonces su desarrollo de Fourier
trigonométrico es una serie que consiste solo de cosenos:

fx)=— 0 4 Z a, cos(mrx)

donde los coeficientes no nulos se calculan en la forma:

L
aoz%fof(x)dx, a, = ff(x)cos dx n>1

mientras que b, =0Vn > 1
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Demostracion: La prueba procede en el caso 2L = 2x para
facilitar la visualizacion, pero es la misma para cualquier
valor del periodo. Notar primero que, dado que

fespar = f(—x) = f(x),
la funcidén seno es impar = sen(—nx) = — sen(nx),

obtenemos entonces que el producto de ambas resulta una
funcién impar porque

f(—x) sen(—nx) = —f(x) sen(nx)

Comprobemos ahora que todos los coeficientes b, son cero:

1 T
b, =— f f(x)sen(nx)dx, n > 1
TJax

1 ° 1 ("
== f f(x)sen(nx) dx + — f £(x) sen(nx) dx
T J_r T Jo



0 7T
= 1 f f(—x) sen(—nx) dx + ! f f(x) sen(nx) dx
T J_x T Jo

Hagamos el cambio de variables en la primera:

u=-x=du=—dx

0 T
= b, = l f(u) sen(nu) du + l f f(x) sen(nx) dx
T Jin T Jo

Atencion a los limites de integracion: el cambio inverso hay
que aplicarlo en ellos pues el teorema dice:

d(D) b
f g(u) du = f ()¢’ (x) dx
0]

(a) a
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Concluimos entonces que
1 0 . 1 T
= b, =— f f(u) sen(nu) du + — f(x) sen(nx) dx
T Jsn T Jo

= _—1 f ' f(u) sen(nu) du + l f ' f(x) sen(nx) dx
T 0 T Jo

dado que en una integral definida u y x son variables mudas,
se pueden unificar y asi obtener:

b, = _—1 f ' f(t)sen(nt) dt + l f " f(t)sen(nt)dt= 0 Vn
T 0 T Jo
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La integral de una funcidn impar en un intervalo

simétrico es cero

b, = );f_’;f(x) par sen(nx) dx =0, n> 1

integrando impar
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Por otra parte, dado que

fespar = f(-x) = f(x),
la funcidén coseno es par = cos(—nx) = cos(nx),

= su producto es par: f(—x) cos(—nx) =f(x) cos(nx)
1 [° 1 ("
=a, = —f f(x) cos(nx) dx + —f f(x) cos(nx) dx
T Jr T Jo
-1 (° 1 ("
= — f f(=x) cos(—nx) (—dx) + — f f(x) cos(nx) dx
T _r T Jo
-1 1 ("
= —f f(u)cos(nu) du + — f f(x) cos(nx) dx
T Jin T Jo

2 T
:—ff(x)cos(nx)dx
T Jo



La integral de una funcién par en (—x, 7) es el

doble de la integral en (0, )

En el calculo de la integral de una funcion par hay la misma
cantidad de area a la derecha que a la izquierda del eje x:

-2

a, = f_ 7; f(x) par cos(nx)dx =

T

integrando par
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Si f es impar, su desarrollo es s6lo de senos

Lema 2: Sea f : R — R una funcién C' a trozos, impar y
periddica de periodo 2L, entonces su desarrollo de Fourier
trigonométrico es una serie solo de senos:

flx) = Z b, sen(nzx)

donde los coeficientes no nulos se calculan en la forma:

ff(x)sen dx n>1

mientras que ap = a, = 0 Vn
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Ejercicio 2. Onda Cuadrada

Desarrollar en serie de Fourier trigonométrica la funcion
-1 si —1<x<0

eriddica de periodo 2, =
P P 7 f %) 1 si0<x<n

a =3 f_i;f(x) cos(nx)dx =0, n =0 pues
b, =2 foﬂ sin(nx) dx = ;—5 Cos(n)c)';r

T n

——2 (=1 - 1)
0: npar

4
— solo paranimparn =2k—-1:k>1
nn
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Serie de Fourier: f impar

Por lo tanto,

0: npar
b, = 4 .
paranimparn=2k—1:k>1

72k —1)

La serie de Fourier converge a f(x) en cada punto x donde f
es continua:

4 < 1
f(x) o kz; =D sin((2k — 1)x) para x#nn:neZ.

Ademas, f(nr) = 0 Vn
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Primeros armoénicos

Ver a continuacion la animacion de las aproximaciones
dadas por las sumas parciales S,[f], lamadas primeros
armonicos.

Notese el desvio sistematico, el overshot, cada vez mas
agudo que presenta la grafica de s,(x) en la proximidad de
cada salto de la funcién, a medida que n — co.

Este fendmeno ocurre con total generalidad y se conoce con
el nombre de fendmeno de Gibbs, en honor de su
descubridor, el estadounidense J. W. Gibbs (1839-1903).
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos

15 ‘ : !
Lol A A, T

0.5

0.0 B .
-0.5} J }
~1.0f et L&,\W\A_{\Jﬂ
135 05 1.0 15 2.0
10F

08}

0.6 i :

0.4 : :

0.0 ITTTTYYv u;un»\!\&"l.lllll\ﬂu

=80  -60  -40  -20 0 20 40 60 80

Patricia Jancsa Series de Fourier



Animacion Primeros armoénicos
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Animacion Primeros armoénicos
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Desarrollar f(x) = x(r — x) : 0 < x < 7 como serie de senos.
Evaluar las series numéricas

_°° GV o _DO 1 _7r6
81_;(%—1)3_ 32 Y 82_2(211—1)6_960

n=1

Solucion: serie de senos = f impar: definamos

f(=x)==f(x):0<x<n

x(r—x): 0<x<m

=>f(X)={

x(r+x): —n<x<0

Patricia Jancsa Series de Fourier



Serie de Fourier de f impar

f impar, entonces

a,=0Vn

T

b, = g f ' f(x)sen(nx) dx = % f ' x(m — x) sen(nx) dx
T Jo 0
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by = — | (nx(x = m) = 2) cos(nx) + n(x — 2x) sen(nx))| =5

= [(n%r(n — 1) = 2) cos(nn) + n(x — 27) sen(mr))]
[(n20 (0 — 1) — 2) cos(0) + n(xr — 0) sen(O))]
= i3 [— cos(nm) + cos(0)]
mn

4 3
= —[-(-D"+1]= { mn?
m 0

n impar

n par
= f(x) ~ - Z (21< sen((2k ~Dx)VxeR
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f periédica es continua en R

Del grafico es facil deducir que

fx): —r<x<m

-8 —6. -4 g 2 0, 2 j 4 8 10
-2
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Evaluacion de las series numéricas

Estrategia para evaluar 8,: encontrar un valor conveniente
de x tal que los coeficientes de Fourier de la serie de f sean
similares (por ejemplo, multiplicados por una constante) a
los de la serie que se busca calcular

Dado que f es continua en todo R y derivable en todo

x € (nm,(n + 1)m), con derivadas laterales en los puntos nr

= la serie de Fourier de f converge a f(x) en cada x € R

8 < 1
= f=—" ; ETTE sen((2k — x) ¥x € R
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Evaluacion de las series numéricas

ok i % sen((2k — 1)x)) Vx e R

Calculemos
sen ((2k - 1)%) = (1!

=55 s b S e

2 (2k —1)3

SIS

=S =Ly TR
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Identidad de Parseval

Estrategia para §,: Identidad de Parseval pues en 8, los
coeficientes aparecen a cuadrado

1 T
* oo ac=4E +Z|ak|2+|bk|2

2f” ) -

—_=— Ix(7r — x)| dx——

T 0 kZ
82 — 1
P';(zk—m

(2k 2k -1y

T
_ — = —_S
960 ;(%—1)6 2



Obtener el desarrollo en serie de Fourier de la funcion par
gx) =m—2x:0 < x < mcomo serie de cosenos.
Solucion: serie de cosenos = f par: definamos

g(—x)=g(x):0<x<nm

=b,=0Vn
2 (7 2 ("
aoz—ff(x)dx:—f(ﬂ—bc)dx
T Jo T Jo

a, = g fﬂf(x) cos(nx) dx = % fﬂ(n — 2x) cos(nx) dx
T Jo T Jo

¢ Podemos ahorrar algunos calculos? Si porque
gx)=m—-2x=f"(x) : 0 <x < mdel gjercicio 3
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Proposicion 1: Convergencia Uniforme

Si la serie siguiente

—ao + Z a, cos(nx) + Z b, sen(nx)

n=1
verifica )" la,| < 0oy 3.7, |by] < oo, entonces la sucesion
de funciones

1 N N
Fu0) = 50 + Z:; a, cos(nx) + Z:; b, sen(nx)

converge uniformemente, y en consecuencia la serie define
una funcién continua f(x) en todo R, de la cual la anterior es
su serie de Fourier

fx) = —ao + Z a, cos(nx) + Z b, sen(nx)

n=1
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Proposicion 2: Serie de Fourier de la derivada

. . 1 (o) (o)
Sea f definida por f(x) = Say + Z:; a, cos(nx) + Z b, sen(nx)

n=1

donde tOdaS 220:1 |Cln|, 21010:1 |bn|a Z,ﬁl n|an|’ Z;il n|bn| < 00
entonces las dos sucesiones de sumas parciales

1 N N
fvx) = an + ; a, cos(nx) + ; b, sen(nx) y

N

N
fv(x) = Z nb, cos(nx) — Z na, sen(nx)

n=1 n=1
convergen (ambas) uniformemente, en consecuencia f es C!
en todo R y la serie de la derivada es

fx) = Z nb, cos(nx) — Z na, sen(nx)
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En este caso, g(x) = f'(x) : —m < x <  del ejercicio anterior,
con

) x(r=x): O0<x<m ~§-°° -
f(x)_{x(ﬂ+x):—7r<x<0 x ;(%—1)356“((2" L) ¥

[e9)

- 8~ (k-1 8 8 1
:§n|bn|: gg— n:—g—2<oo
T

- —1)3 )
Y |(2k — 1) m4n

converge uniformemente, en consecuencia f es C' y, el
Teorema 2 = la serie de Fourier de su derivada es

(o8]

/ —_— § N —1 -_
F(x) ~ Z nb, cos(nx) = ~ ; T cos((2k — 1)x)

n=1
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Serie de f’: funcion par

g(x):f’(x):{ﬂ_zx: O<x<m

m+2x: —n<x<0

Al

1
0 T 21 3n
T o 7 v 5 6 7 \/1 2 ) u\
-1
2
3 r
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Existe f* pero no existe f”’ en nr

Notar que la f original (impar) estaba dada por

x(m+x): —71<x<0

f(x):{x(ﬂ—x): O<x<m

Veamos entonces que existen f'(x) en x = 0, +x:

lim W lim 7~ x= 7
@-fO |
70) = lim 010
lim X+ =llmnan+x=nm
x—0~ X x—0~

Analogamente, se puede ver que existen f’(x) en +x
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Atencién que, por derecha, en el limite del cociente
incremental, hay que tomar la formula que corresponde por
periodicidad (ver el dibujo):

X+ = lim x= -7«

yon i S - fm) oot (X ) aoent
Sl =lm=r—r"==

x(mr —Xx)

lim =lim —x=-rx
X~ (X —- 7T xX—n

Analogamente, se puede ver que existe f’'(—n)
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|dentidades Trigonométricas

cos(x—y)—cos(x+y)

sen(x) sen(y) = 5

cos(x+y)+cos(x—y)
2

cos(x) cos(y) =

sen(x+y)+sen(x—y)

sen(x) cos(y) = >

sen(x+y)—sen(x—y)

cos(x) sen(y) = 5
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SERIES DE FOURIER EXPONENCIALES 0 COMPLEJAS

Sea f de periodo 2, C! a trozos, las férmulas de Euler:
einx + e—inx einx _ e—inx

cosnx = ——— sennx = -
2 ’ 21

y reemplazando en la expresion de S[f](x) se obtiene

[ee]
f(x) ~co+ Z [cnei”x + c_,le_i"x]

n=1

—
—
~

ap 1 i
d d = — = — d
onde cg > 7 j:ﬂf(x) X
n bn 1 " =i
Cp = a 2l = % j:nf(x)e "™dx , neN
1/ 1 i .
C_n = Gt 2 fx)e™dx , neN

77
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SERIES DE FOURIER EXPONENCIALES EN [—L, L]

Sea f de periodo 2L, C! a trozos, las férmulas de Euler:

e%inx + ef%inx e%inx _ ef%inx
cCosnx = ————— , sen =
2 ™ 2i
y reemplazando en la expresion de S[f](x) se obtiene
fx) ~co+ Z [cne%i’” + c_,,e_%i")‘] (3)
n=1
1 L
donde cy = % = Z[Lf(x) dx
a, — ib,
Cn = 5 = f fe i™dx |, neN
n + iby
C_y = ¢ 21 = —ff(x)e“"x dc , neN

4
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Notar que si f : R — C, entonces, en general,
a,, b, eC
Pero sif : R — R entonces
a,, beR=>c_,=¢,

La suma parcial es real:

n=Ny n=Ny n=Ny
Z cpe™ = co+ E (cne’”x + c_nei"") = co+2Re Z c,e™leR
n=—Nyp n=1 n=1
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EJ. 5. A) SERIE EXPONENCIAL DE

f)=x:—-n<x<n

Seaf(x) = x : —n < x < n de periodo 2x, entonces

[0 1 d
Co > o f:ﬂx X

1 " —inx _ 1 _1 —inx 1 —inx
ZT _ﬁxe dx = ZT Exe +$e

X=TT

c, =
x=—1

Usemos ahora que el coseno es par y el seno es impar:

—inx

e = [cos(nx) — isen(nx)]‘ = (-1D)"
11-2 1 1 N i PR P
ﬁanﬁ[Eﬂﬁ-E—E}(—l) _[nl]( 1)—n( )':n>1
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SERIE EXPONENCIAL DE f(X) =X : —m <x <7

Analogamente, atencion al cambio de signo en la férmula

1 1 .
= —f xet™ dx = — [—xe + —ze””]
n

1[2 1 1 . |1 R P
= _[_.7'(+—2 - ;] (=D"= [a] (-D'= _r_l(_l) ‘n>

2n|ni n
Obtenemos la serie en forma exponencial, de la cual se
deduce la trigonométrica: multiplicando y dividiendo por 2i:

X=TT

X=—7

f(x) ~ Z é(—l)" [ei”x - e‘”‘"] : Serie Exponencial (5)

1n+1
f(x) ~ Z ( sen(nx) : Serie Trigonométrica

n=1
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Ejercicio 5. b) Obtener la serie de Fourier

trigonométrica de la anterior

fimpar, f(x) =x, para—nm<x<mn, f(x+2nr)=7f(x)

En este caso, los coeficientes de Fourier:

T

by, =2 ["xsin(nx)dx = %(—Sin,ffx) - x—cof,("x))

a, = 1f_l;xcos(nx)dx:O, n>0.

n

0
_1\n+l
= —%cos(mr) = 2%, n>1

La serie converge a f(x) en cada x donde f es continua:

> -1 n+1

fx) =2 E ) sen(nx), para x# (2n+1l)mr: neZ

n
n=1
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Primeros armonicos

Animacion de las aproximaciones dadas por las sumas
parciales S,[f], lamadas primeros armonicos:

A Pl
DT DI DT e
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Primeros armonicos

Animacion de las aproximaciones dadas por las sumas
parciales S,[f], lamadas primeros armonicos:

A A A
VT T W
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Primeros armonicos

Animacion de las aproximaciones dadas por las sumas
parciales S,[f], lamadas primeros armonicos:

A A A
A
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Primeros armonicos

Animacion de las aproximaciones dadas por las sumas
parciales S,[f], lamadas primeros armonicos:

A A
A
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Primeros armonicos

Animacion de las aproximaciones dadas por las sumas
parciales S,[f], lamadas primeros armonicos:

oA BV yd
YT v VT e
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CONTINUACION: MiErcoLEs 9/11/2022
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Serie de Fourier de la Primitiva

Proposicion 3. Seaf : R — R, C! a trozos y 2n-periodica;
consideremos su primitiva F(x) = fox f(t)dt, entonces
a) F es 2n-periddica si y solo si fozﬂf(t)dt = 0, es decir,

CIOZO:CO.

b) Si f es como en a) entonces, los coeficientes de Fourier
de la forma exponencial verifican

1
culF] = %cn[f] n+0
l
En otras palabras, la integral de la serie es la serie de las
integrales término a término:

f(x) ~ Z c,e™ = F(x) ~ ¢ + Z j_;einx

nez nez, n#0
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Ej 10. Hallar la serie exponencial de Fourier de

P(x) = e*" en (-n,7), « €C.
b) Probar i [ ¢2*°Wgx = 3° (T3 a € R

2n

Extendamos ¢ : R — R en forma periddica, de periodo 2.

1 d . 1 g ix .
Cp = — f o(x)e "™dx = — f e e"™dxVneZ
2 J_, 2 J_,

Consideremos un cambio de variable complejo z = ¢™ que
convierta esta integral en una integral de linea compleja:

C:lzl=1 puesxeR

Siz=e¢":—n<x<7={ dz = ie"dx = dx=%

Z

ix
¢(x) — e(ye — e(lZ ::f(z)



Con z = ¢, tenemos que ¢(x) = ¢*" es la restriccion a
={lzl = 1} de f(z) = ¢** : C — Cy los ¢, se expresan en la
nueva forma:

1 1
= . —nd — 7n - az —n—ld ’
¢ 27r = f iz 2mi e ¢ <

=Los ¢, son los coeficientes de la serie de Laurent de f
centrada en z = 0:

f(z) =™ = Z cpZ"

nez
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Los ¢, son los coeficientes de Laurent de f

Sin<-1=—-(n+1)>0= ¢, eslaintegral de linea de la
funcion holomorfa e*z~*) que es cero.
Sin > 0, laintegral se calcula por Férmula Int de Cauchy:

W[ E L[ @, 10
" 27Tl lz]=1 ZnJrl 271' lzl=1 Zn+l n' n‘
0 si n<-1
=>c =9 a"
" — si n>0
n!

Obtenemos a la izquierda la serie de Laurent de f(z) y a la
derecha la de Fourier de ¢(x):

[

(o]
_az _ o" n _ iy _aet _ a,n inx
= f(r) =" = PR S px) =f(e")=e" = ) —e

|
n=0 " n=0 n:

Patricia Jancsa Series de Fourier




Proposicion: de la serie de Laurent se obtiene

la de Fourier

Sif : Q — C es holomorfa y el desarrollo en serie de Laurent
centradaenz=0def es

[Se]

f@) = Z e

validoenz € Q> S' = {z = ™ : x € [0,2n]}, (f podria tener
una singularidad en z = 0)

(9] (o)

= ¢(x) = f(e™) = Z ()= Z o™

n=—00 n=—00

es el desarrollo en serie de Fourier de ¢(x)

Patricia Jancsa Series de Fourier



b) ldentidad de Parseval

La | de Parseval implica la identidad que pide el enunciado:

1 T 2 ©
Trigonométrica: —f lp(x)|*dx = laol” + Z la,> + |b,)?
T J . 2

n=1

R A 2, 2
Exponencial: EIH lp(x0)|"dx = Zlcnl

nez

Siw e C = le"| = ef™, se tiene que el modulo en el
integrando para @ € R es

|¢(x)| — |eaei~v| _ e(xcos(x) = |¢()C)|2 _ |€{u,ix|2 _ eZ(ZCOS(X)

7T ) 7T s 2n
N i |e“”|2dx — L eZacos(x)dx — Z (0
21 J_, 2 J_ n!?

d n=0
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SEPARACION DE VARIABLES

APLICACION A LA REsoLUCION DE Ec. DIFERENCIALES EN
DEeRrivaDAs PARCIALES

Ecuacion per CALOR

TEMPERATURA EN EL INTERIOR ENTRE PAREDES A TEMPERATURA CERO.
Consideremos un cuerpo homogéneo, conductor del calor,
situado en una regién del espacio R? = {(x, y, 2)},
comprendida entre los planos paralelos

IIp: x=0,II;: x=L

pero depende sélo de la coordenada x.
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La temperatura en el interior esta dada por u(x, t) que debe
satisfacer la ecuacion del calor

o _, o
o ox2

donde k > 0 es la constante de conductividad térmica: un
dato de cada problema. Denotemos por u(x, 7) la
temperatura en el punto de abscisa x en el instante .
Supongamos ademas que la distribucion inicial de
temperatura esta dada por

u(x,0) = f(x) de clase C U a trozos en [0, L]
verificando la condicion de contorno
wO,)=u(L,t) =0Vt >0



Resolvemos paraelcasof(x) : 0 <x <

cualquiera

Resolvamos el problema suponiendo como condicién inicial
ux,0)=fx):0<x<m

y la condicion de contorno
u(0,1) = u(m,t) =0Vt >0

Nos interesan las soluciones no nulas de variables
separables u(x, r) = X(x)T(t) que proveen soluciones
particulares, pero una gran familia de soluciones al fin.
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Con esta hipotesis, la ecuacién se reescribe en la forma
X)T'(t) = kX" (x)T(2)

Pero queremos so6lo soluciones con X(x), T(t) # 0 V(x, 1):

'@  X"(x)
T®H X&)

que depende alavezde xy de ¢

= existe una constante 1 € R tal que

TG X0
0 - X

& la ecuacion en derivadas parciales se reduce a dos
ecuaciones de una sola variable:

T'(t) = AT(1), X" (x) = %X(x)
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T'(t) = AT(t) = | T(¢) = T(0)e"

Si A1 > 0 tenemos para X(x):

X(x) = Ae Vir 4 ge- Vi
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Pero si
wO,t) = u(r,t) =0Vt >0

tendriamos
u(x,1) = TOX(x) = TO)e(Ae VE + Be V)
y entonces

0 = u(0,) = TOX(x) = T(O)eﬂt(A + B)

0=u(r,1)= T(O)eﬂt(Ae Vir | Be- \/%ﬂ)

lo que implicaria A = B = 0, que da la solucion trivial.
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Si en cambio buscamos soluciones con la constante

-A<0:
g X'

T(t) X(x)

= T() = T(0)e™, X"(x)+ %X(x) =0

Pero ahora A > 0 y el polinomio caracteristico de la ecuacion
de orden 2: 7 + % = 0 tiene raices complejas, no reales:

7= \/%i € iR, por lo tanto sus soluciones son

A A
= X(x) = Acos(\/;x] +Bsen(\/;x}

Ademas debe verificarse
uO,t) =u(r,t)y =0Vt >0
=0=u0,)=T0)e"(A+B-0)=A=0
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Dado que no puede ser B = 0, de la identidad

O:Mmﬂ:ka*%xm(J%ﬂﬁwm[J%]:0

Necesitamos entonces \/% eEN=A=kn?, neN
Para cada n, unificando coeficientes: B, = T(0)B, tendremos
entonces una solucién de la forma:

u,(x, 1) := B,e " sen(nx) : n € N

= cada u,, verifica u,(0,7) = 0 = u,(r,0).
Si ahora consideramos la condicién

u(x, 0) = x(rr — x)
cada solucién por separado no la satisface pues
u,(x,0) = Bne"‘”z'0 sen(nx) = B, sen(nx) # f(x)
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Dado que la ecuacién es lineal, la suma finita de soluciones
es solucién; mas aun, nos interesan soluciones de la forma

)

u(e,1) = ) w0 = Y Be " sen(nx) Vit > 0
n=1 n=1

En particular, debe valer la condicion inicial:

u(x,0) = f(x) = Y u(x,0) = > B, sen(nx)

n n=1

y esta igualdad se resuelve eligiendo los {B,},-1 como los
coeficientes de Fourier de la extension impar de f(x) a

[—71', ﬂ-]
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a) Resolver la ecuacién del calor para

J(x) = x(m - X)

Habiamos obtenido (en la pag 53, ejercicio 3) la serie de
Fourier de la extension impar a [—x, r]:

fx) = Z o 7 sen ((2n — 1)x)

Por lo tanto,

(o)

8§ e
u(x,t) = ; Ze k2n=1) lm sen [(21’1 - 1))6]

n=1

= es la solucién de la ecuacién con las condiciones iniciales
dadas.
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b) Otro EJEMPLO DE LA Ecuacion peL CALOR

Una barra delgada de aluminio de 10 cm de longitud se
calienta hasta una temperatura uniforme de 100°C. En el
instante t = 0, los extremos de la barra se llevan a 0°C y de
alli en mas se mantienen a esa temperatura. No se permite
la transmision de calor por la superficie lateral de la barra.
Sabiendo que la la constante de conductividad térmica es

a* = 0.86 cm?/s, encontrar la expresion de la temperatura
u(x,t) en cualquier punto x de la barra y en cualquier instante
t posterior.
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El problema es hallar u tal que:

0 x=0,6x=10
100 otro caso

u(x,0) = f(x) =

u(0,1) = 0 =u(10,7), Vt

y que u satisfaga

donde k = o* = 0.86 cm?/s es la constante de conductividad
térmica.

Notar que, en el Laplaciano, sélo aparece la derivada con
respecto a x, porque la difusion del calor se produce sélo en
esa direccion, ya que no se permite transmision de calor en
las otras direcciones.
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Se propone como solucién
= nmw = niw
u(x,t) = C + Z a,e" " cos (fx) + Z b,e " sen (fx)
n=1 n=1

donde

A=)

Como las variables ¢, x son independientes, para cualquier
eleccionde Cy a, y b,, se verifica

u, = ki,

Si evaluamos en x = 0, para todo ¢ tendremos

u0,1) =C+ Z a,e"" vt

n=1
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Asi que para que se verifique u(0, ) = 0 para todo ¢
= C=0,a,=0 paratodon

— se obtiene una serie de senos por exponencial

- _ nm
= u(x,t) = Z b,e"" sen (fx)
n=1
Esta expresion satisface la condicién

u(L,t) =0Vt
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Ahora tenemos que resolver u(x, 0) = f(x), es decir:

u(x,0)=Z]bnsen(fx):f(x):{ 100 si  0<x<10

— se resuelve hallando la serie de Fourier de f extendida
de forma impar a [-10, 10], perioddica de periodo 2L = 20:
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a,=0¥n>=0

b, = 2 ]Of(x) sen (ﬂx) _ 200 flo sen (E )
0

10 J, 10"~ 10 10"
200 10 nmw =10 200
=——— — =——[-D"-1
10 nr COS(IOX) x=0 nm (=D ]
0: n par
- 2 1
;(Zk—l): nimpar, n=2k—-1, k> 1
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Obtenemos el desarrollo de Fourier de la funciéon onda
cuadrada

[Se]

4

Jo =2 Ziok-1) "

100 k- Dn
TN

donde L = 10 ¢cm.
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Volviendo a u(x, ) concluimos que la solucion de la ecuacion
del calor con las conidiciones iniciales es, para x medida en
cmy t en segundos:

[e9)

u(x, 1) = 4 &e—o.%(wf, sen(mx)

n&d 2k - 1) 10
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Ejercicio de Repaso. Calcular la serie de

Fourier trigopnométrica de

f)=xlx|: —nr<x<nm

Solucion: f(—x) = —x-|—x|=—x-|x| = —-f(x): —n<x <7

= f impar = a, =0Vn

b, = 7% " fx) sen(nx) dx = % 77 2 sen(nx) dx
b,= % |~ (x> = 2) cos(nx) + 2nx sen(nx)| 15
- % |-(n?7* = 2) cos(nr) - 2
- 7% |-(n?r® = 2)(-1)" - 2|
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- 7:_’123 [(n27T2 —2)(=1)" + 2]

[Se]

— f(x) ~ =2 Z % |7 = 2)(=1)" + 2] sen(nx)

d n=1

Vx eR

Convergencia: f es no continua en x = (2n + 1), luego

SFIf1(x) = f(x) Vx # 2n + Dn

+ — 2 _ 2
SFV](x)=f(ﬂ);f(ﬂ)=ﬂ 2” —0Vx=(Qn+ )

Patricia Jancsa Series de Fourier



S =xlxl:—r<x<nm, fx+2kn)=f(X)Y-n<x<nm

10
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P. 8. Ejercicio 16

La serie dada
1 (o]
3 + n; cos(nx)

no puede ser la de Fourier de ninguna f continua a trozos (0
f en L?) dado que sus coeficientes no cumplen

(9]

D [l +1b,P] < o0

n=1
lo cual es evidente, dado que aqui:
1
aO:E, a,=1, b,=0,Vn>1

= no existe el limite de la serie de los cuadrados de los a,,:

|
§+HZ:;1:+OO
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Ejercicio 16. b

N N inx N ix\n 1 - ei(N+1)X
b) 1+, cos(nx)= },_, Re(e"™) = Re[ w=o(€™) ] = Re ST

1 PN+
= Re — | — Re — [ (%)
1 —e* 1—e*

Célculo Auxiliar:

_ eix

i(N+1)x —i% Ji(N+D)x -
e _ee 2 SN+

TTod T et T en(y)
-l 3) el )
|

- senz(g) -icos [ 3)s ) sn( [+ )
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Por lo tanto, (x) = 1 + 3| cos(nx)

1 oI+
=R —[—R .
el x|

“alellzh)eltesp

que no tiene limite cuando N — oo
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