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Singularidades y Series de Laurent

Se dice que f tiene una singularidad aislada en z, si existe
R>0:
f es holomorfa en el anillo

D={zeC:0<|z—2)| <R}

pero no lo es en z.
Su desarrollo en series de potencias centrado en z, se llama
serie de Laurent de f con regidén de convergencia D

Los coeficientes de Laurent no se pueden calcular como
para la serie de Taylor, pues no se pueden evaluar derivadas
en un punto singular, que es un punto fuera del dominio: se
desarrollan a continuacion otras herramientas.
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SINGULARIDADES AISLADAS

Pueden ser de 3 tipos:

e Singularidades Evitables
e Polos de orden m

e Singularidades Esenciales
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SINGULARIDADES AISLADAS

SINGULARIDADES EVITABLES
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Singularidad Evitable
Ejercicio 1. Analizar el comportamiento en z = 0 y hallar el
desarrollo en serie de Laurent alrededor de z = 0 de

Sen z

f@=——

<

@ f es cociente de holomorfas en C

@ Denominador se anulaséloenz =0
= f es holomorfaen {z € C: z # 0}

= anillo de radio interno 0 y radio exterior co

= f tiene una singularidad aisladaen z = 0
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Singularidad evitable

Recordemos la serie de Taylor centrada en z = 0:

O D"
=) ———7"" :zeC
T L+ 1! ¢
sen z 1
= Soloparaz #0: —— = —-senz
Z Z
_ 1 Z3 Z5 Z7
T 120 T
2 4 6 1y
:1_Z_+Z__Z_+.H: 200#211
6 120 7! weo 2n + 1)!
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Singularidad evitable

Su serie de Laurent no tiene términos de potencias
negativas

La serie anterior no tiene parte singular. Evaluemos la serie

enz=0:
o D,
[nzz(;(znﬂ)!Z ]| =1

20=0

iLa funcién f no se puede evaluar en z = 0 pero la serie si!

— existe el limite de f cuando z — 0

= ‘ f tiene una singularidad evitable en 7 = 0 ‘

La Regla de L" Hopital permite calcular

limf (2) = hm$ = lim Colsz —cos0=1
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Singularidad evitable
Definicion: Sea z, una singularidad aislada de f;
7o se dice singularidad evitable si exite el limite

limf(z) =L e C

720

Equivalentemente, f tiene una singularidad evitable en z; si
la serie de Laurent de f en el disco sin el centro

D={zeC:0<|z—2z9| <R}

para algun R > 0, no tiene parte singular:

(>

f@= Zan(z -20)" 1 2# 2

n=0

en la cual el coeficiente ay = L.
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Singularidad Evitable
Equivalentemente, f tiene una singularidad evitable en z,
con L = limf(z), si la funcion extendida

20

f(@) siz# 2
L SiZ =2

f@=
es holomorfa en su regién de convergencia.

En efecto, en este caso, f coincide con una serie de Taylor,
holomorfa en todo el disco.

Patricia Jancsa Series de Laurent y Singularidades



Singularidad evitable

Ejercicio 2. Analizar el comportamiento en z = 0 y hallar el
desarrollo en serie de Laurent alrededor de z = 0 de

e —1

f@)=

@ f es cociente de holomorfas en C

@ Denominador se anulaséloenz=0
— f es holomorfaen {z e C: z # 0}

= anillo de radio interno 0 y radio exterior oo

— f tiene una singularidad aislada en z = 0
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Serie de Laurent alrededor de una singularidad evitable
Recordemos la serie de Taylor centrada en z = 0:

1 Zz 3 4
:—~(—l+l+z+—+ +—+...)
Z 2
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¢=L tiene una singularidad evitable en z = 0

pues su serie de Laurent no tiene parte singular

Evaluemos en z = 0:

=1, 1
JE— = — = =1
[;(ml)!z] T

|Zo=0

= f(2) = tiene una singularidad evitable en 7 = 0

La Regla de L" Hopital permite calcular

L e—=1 € \/
lim =lim— =€’ =1 = q
=0 Z 7—0 1
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EJEMPLOS DE

PoLos be ORDEN 1 Y SERIES DE LAURENT EN
DisTINTOS ANILLOS
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Clasificacion de Singularidades
Ejercicio 3. Hallar y clasificar las singularidades de

1

f2) = a-De=3)

Solucién: e f es cociente de holomorfas

e w =1, w =3 son singularidades aisladas pues son ceros
de orden m = 1 del denominador, con numerador # 0

e w=1, w=3sonpolos de ordenm = 1:

- _ 1

hm(z — 1)f(Z) m 5 #0
Cpm &= 1

llm(z -3)f(2) = hm( “De-3) 2 =0
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Polos de orden m: serie de Laurent
Ejercicio 4. Hallar todas los posibles desarrollos en series de

y sus

1
Laurent centradas en z = 3 si =
e=38/@ = he-3)

regiones de convergencia.

Hallemos primero la serie de Laurent centrada en z = 3 de

y luego b) f(z) =

1
a) h(z) = -1 Z=-3)Gz-1

Solucion a) « 1 es holomorfaen{z € C: z # 1}
= h es holomorfa en {z € C : |z - 3| < 2}

Se pide desarrollar h(z) en potencias de (z — 3):
1 1 1

z—1) 2+(:z-3) 2[1_(_g)] -

h(z) =
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h es holomorfa
eneldiscoD ={zeC:|z—1] <3}

1 (o)
= TiVwl < 1
T-w ;w Iwl

-3
Por lo tanto, con w = —ZT

(o8]

RETPRNE U o B St IR I o1 Gt ) AP
<*>—h<z)—22( 2)—2 S (@=3)

n=0

n=0

h es holomorfa y la serie converge a f(z) en su region de
convergencia:

[todo el disco D = {z € C: |z - 3 < 2}]
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1
Solucién b) ¢ f(z) = ———— holomorfa en

(z=3)z-1)
{z#1, z#3})
= f es holomorfa en D= {7 ¢ C: 0 < |z 3| <2}
— f tiene una singularidad aislada en 7 = 3
1 1 1
o f(z) = = -h
o= e3e-n " @-» "¢
1 1 =D o (1) -1
= . — r — 3\t = — 3y
-3 2 L (z—=3) T (z—3)

Nos damos cuenta de que el primer término tiene una
potencia negativa, y obliga a separar este término singular,
que corresponde a n = 0:
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f tiene un polo de orden 1 en zp = 3

NE .
@ = 2 =3y

11 11 1

1 1 — (—1)"
1 LD
2(z-3) £ on+l

(Z _ 3)n—1

/\'I:II*IHII—/\‘F]

1 ( 1)k+1

f(Z)—EW £ Sk+2 (—3)

= f tiene un polo de orden m = 1 en z = 3 con regién de
convergencia = disco sin el centro

\D:&e@:0<k—ﬂ<m\
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Regién de convergencia

eseldiscosinelcentroD ={zeC:0<|z-3| <2}.

La serie no converge en z = 3. Ademas, la condicion de

, : fe: z-3
convergencia de la serie geométrica es |w| = ‘—T‘ <1

Vztal que |-—|<1peroz#3=>VY0<|z—3<2

= la serie converge en el disco centrado en z, = 3, sin el
centro:

D={zeC:0<|z-3]| <2}
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Series de Laurent Y|z — 3| > 2

2 .
—3‘ entonces, una serie
Z —_—

Laregibnes|z—3|>2 & 1>

geométrica para

W:%:>|W|<1
PN S N W S N B 1
YT2G@=3) 2G-1 2z-3) 2[2+z-3)]
111 ]
T2G-3) 21 -[-(%))
~ 1 1 1 °"(—1)"2"V|Z_3|>2

1
2-3) 26-3) L& @E-3)
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Series de Laurent V|z — 3| > 2

Por lo tanto, la serie de Laurenten |z —3| > 2 es

B 1 _ l ( 1)n2n 1
/&= z-3)z-1) 2(z— 3) Z (z—3)m!

Notar que esta serie tiene infinitos términos de potencias
negativas pero no dice nada acerca de la naturaleza de la
singularidad en z = 3.

o e S e
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Polos de orden 1

Se dice que f tiene un polo de orden m = 1 en z, si su
representacion en serie de potencias en el disco sin el centro
D={zeC:0<|z—2z) <R} paraalgun R > 0 es de la forma

f@=ai——+ Z a4,z = 2)"

a
es decir, tiene un término no holomorfo de la forma —1)
< — 20

@ El coeficiente a_; se llama el residuo Res(f, zp) = a_;

@ Este desarrollo se llama serie de Laurent de f centrado
en zp.

@ Laregion de convergencia es D, el disco sin el
centro

Patricia Jancsa Series de Laurent y Singularidades




Hallar los posibles desarrollos en serie de Laurent de

1
= ———— en los diferentes anillos:
f@ 22 +4)

A)V0<|z—2i<2; b)V2<|z—2i<4;0)V4<|z—2il.

Solucion:
fesholomorfaen{ze C:z+0, 2i, -2i}
f tiene polos de ordenm =1enz =0, 2i, -2i

"o
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Serie de Laurenten D = {z:

f(2) en fracciones simples en C:

PRV S SR S N U S
V=2 +4 & ¥2+4 4 8@+2) 8G-2)
C.A:
1 1 1 1 1 1)
— = —— — = — . e )(z 2i)"
4z 42+ (z—20) 811 —(z—2i) 81 (21)"
2i
L B SRS D) B N
8(z+2i)_84i+(z—2i)_84i1 [—(Z—zi)]
4j

-l (=1 o
) Z:(; Gy & 20
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Por lo tanto, en el anillo D = {z: 0 < |z — 2i| < 2}:

(1)”[ 1

J@)=~ 21) 4 (2 jyr 2n+2] (z=20)"

1 1 i~ "
- __ _ - 2n+2_1 — 2"
s e 2l

= z = 2i es un polo de orden m = 1 con residuo

1
Res(f,z = 2i) = -3 \/
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b) Serie de Laurenten A = {z:

<1 A |z — 2]
|z — 2i 4

2<|z-2il<4 o <1

entonces en A:
1 | Z 1 1 1 1 1

f(Z):m:@_mzﬁ_g(z+2i)_§(z—2i)

11 1 1 _1‘” 1y (20”

4_1_4(z—2i)+2i_4(z—2i)1_[ —2i ] 42 ) (z - 20!
(z—-2i)

8(z+2i) 8 di+(z—2i) 8 4i =20 T8 L (diy!
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Por lo tanto, en el anillo D = {z: 2 < |z — 2i| < 4}:

__ 1 I @ I« .
f@)= 8 (z— 2i) + 42( 1) i+l 8 ZO (4i )n+1(z 20)"

n=0

_ v (21)" i — .
- 8(z—21) 42( 21)n+1 204,”](2 2i)
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c) Serie de Laurenten € = {z:

4 <|z-2i <1

|z — 2i]
entonces en A:

1 1 Z 1 1 1 1 1

Q= m T T a2+ & 3G+2) 8G-2D
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Singularidad esencial

Se dice que f tiene una singularidad esencial en z, si ocurren
cualquiera de las siguientes situaciones equivalentes:

¢ No existe m € Nj tal que el limite
lim(z — z0)"f(z) =L € C
720

e La parte singular de la serie de Laurent de f en
D : 0 < |z - 79| < R tiene infinitos términos con potencias
negativas:

(o) (o8]

fD =Y+ Y- 0<lc-zl <R

_ n
(z—20) o

n=1

con infinitos a_, # 0, para algin R > 06 R = +oo
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Serie de Laurent en cada tipo de singularidad

Los tipos de singularidades aisladas se caracterizan por su
serie de Laurent en el anillo D : 0 < |z — 79| < R:

()

@ singularidad evitable: f(z) = Zan(z - 20)"

n=0

@ polo de orden m > 0:

1 1 > i
f(Z) - afmm +---+ ailm + ;an(z _ZO)

@ singularidad esencial:

(o) [ee)

1 n
f@) = Za—nm + Zan(Z — 20)

n=1 n=0
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SINGULARIDAD AISLADA

DE TIPO

ESENCIAL
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Singularidad Esencial

Ejercicio 6. a) Comprobar que

f@) = e

tiene una singularidad esencial en z = 0.

Solucién:z = 0 ¢ Dom(f)=z = 0 es una singularidad aislada

ila serie tiene infinitos términos de potencias negativas!

Patricia Jancsa Series de Laurent y Singularidades



Ejercicio 6. b)

Analizar las slingularidades de f y hallar la serie de Laurent
def(r)=e «c?VYO<|z-1]

e f tiene una singularidad esencial en z = 1 pues su serie de
Laurent en el anillo 0 < |z — 1] tiene infinitos términos de
potencias negativas:

f@) = @ =

Mg

n! (z— 1)2"

Ademas, veamos que no existe el limite cualquiera sea m
cuando z — 1:
ez, =1+ % -1

) ) .
= lim (2 - 20)"/() = lim (2= 2)"f(z) = lim—¢™ =0
7— n—oo n—oo

Patricia Jancsa Series de Laurent y Singularidades



ez, =1+ 1 - 1entonces, cualquiera sea m:
n

. I e
= lim |z, — zo/"[f(z,)| = lim —le" 7|
7—1 n—oo pMm
2

= lim —e" = +o0

n—oop"

pues al cabo de m pasos de L Hopital, el denominador vale
m!'y el numerador sigue tendiendo a +co

Acabamos de comprobar que cualquiera sea m, el limite
anterior no da un numero 0 # L € C, por lo cual no es un

polo ni una singularidad evitable
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En realidad, hace falta comprobar menos: alcanza ver que
no existe el limite de f(z) y el limite del médulo no da +oco:
ez, =1+ % -1

= lim /() = lim f(z,) = lime™ =0
7— n—oo n—oo
ez, =1+% —1entonces

n?
i

= lirrllf(z) = lim f(z,) = lim e ?
7— n—oo n—oo

. 2
= lime" = +o0

n—oo
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Ejercicio 6. c)

1 .
Resolver fc e 2 dzsi C: |zl = R se recorre una vez en
sentido antihorario, 0 < R # 1

Solucién: Por el Teorema de Cauchy, con z = 1 fuera de
Q:lz7l <R

oSi0<R<1:>fe_(zll>2dz:O

C

En cambio, por el Teorema de los Residuos:

c I
=0
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SINGULARIDADES

@ Singularidad evitable

sen(z
()en
<

Ej: f(2) = z=0

@ Polode ordenm >0

(z) _ 0

Ej ) f(2) = -

Ejb) f(2) = Zm—le)enz:O
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Polos de orden m
Ejercicio 1. Analizar el comportamiento y hallar el desarrollo
en serie de Laurent alrededor de z = 7 de

Sen Z
(z—m)*

f@) =

@ f es cociente de holomorfas en C

@ Denominador se anulaséloenz=rx
— f es holomorfaen {z € C: z # n}

= disco centrado en r de radio co

— f tiene una singularidad aislada en z = 7 que es un
polo de orden 3
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Orden del polo= diferencia de los érdenes

Notar que
sen z cero de orden 1
f@) = =

- — polo de orden 4 — 1
(z—m)* cerode orden 4 poro ge oraen
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Serie de Laurent centradaen zyp =«

Calculemos la serie de Taylor del numerador:

sen(z) = sen((z — m) + m) = sen(z — ) cos(m) + cos(z — ) sen(r)

= —sen(z — )
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Serie de Laurent centradaen zp =«

Derivando también se podria obtener la serie de Taylor en
z=m:

= h®"(z) = (=1)"sen(z) y h*""V(2) = (-1)" cos(z), entonces

@ h(m) =sen(m) =0
@ W (m) =cos(m) =-1
@ h'(m)=—-sen(n) =0
@ h¥9(m) = —cos(n) = +1
@ h¥(r) = sen(n) = 0 etc
=h® (1) = 0y h®*D(n) = (-1)"!

R (_1)n+1
= s =2 G ]

(z-m)™1:zeC
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Serie de Laurent de f

_ 1 3 s 1 7
:>senz——(z—7r)+§(z—7r) —g(z—n) —ﬁ(z—n) +...
—; Sol T !
olo para z # m - = -senz
b (z—m* (z—m*
1 1 _(z—ir)1

T Te—a 3le—n 5!

~ 1 s 1 N b (_1)n+1
T G- 3le-m S@Qn+ )

(Z _ ﬂ,)Zl’l—3
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— soloparaz#n, —— = B
PARLZT T T Ln+ )

~ 1 1 (_1)n+1 _—
ST e L

1 1 ) (_1)k+3 2k+1
= - L _(z- :0<|z—
PR TEEr S R N T <=

= |/ tiene un polo de ordenm =3 enz =r|

con residuo a_; = % \/
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Caracterizacion de un polo de cualquier orden

Observemos que:

) ) sen z
lim |f(z)| = lim | |
7on >n |z —nl*
L"Hopital:
. | cos z]
= lim = 400

> 4|z — n
Esto pasa en general, es decir, que, f tiene un polo de alguin
orden en z, si y sélo si el limite no existe pero (de cualquier
manera que nos acerquemos a zy) el limite del médulo de f
satisface:

lim [f(z)| = +o0

720
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¢, Qué significa que lim [f(z)| = +o0?
7720
Significa que, dado M > 0, existe un ¢ tal que

lz—zl <=1 >M

Esto es, los puntos f(z) se esparcen en el plano complejo
cada vez mas lejos del origen, pero no tienden a ningun
valor, en particular, no se ubican necesariamente a la
derecha sobre el eje R.
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Caracterizacion de un polo de orden m

La forma de comprobar que f tiene un polo de orden m = 3
en z = m es la sgte:
La Regla de L" Hopital permite calcular

sen z . senz

oy il — ) = =
lim(z - mf() | = lim(z - 7)" - 77— 55 = lim—— =

. senz . CO0SZ
lim =lim—— =cosmr=-1=a3#0
77 (Z —_ 7'{') yaud/d 1
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Definicion Polo de orden m
Una singularidad aislada zy de f es un polo de orden m si en
C existe el limite

lim(z — z0)"f(z) =L # 0
720

Equivalentemente, f tiene un polo de orden m en z, si la
serie de Laurentde fenelanillo A ={z€C:0<|z— 2z <R}
es de la forma

1
+ a—(m—nm teoeetag

f@)=a_,

(z—20)

1
(z—z0)"

+Zan(z —z20): cona_, =L +#0
n=0

v
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Diferencia de 6rdenes = orden del polo

Propiedad: Sif = g cociente de funciones holomorfas tales
que zp es un cero de orden k de g y zo un cero de orden n de

h, entonces

@ Sik =n = zp es una singularidad evitable de f = %

conlimf(z) =L #0

20

@ Sik >n = zp es una singularidad evitable de f = 5,

qgue es un cero de orden k — n de la extension holomorfa
de f, es decir lim f(z) =0

=20

° Sik<n=>zoesunpoIodeordenm:n—kdef:%

con lim (z = z0)" *f(z) =L # 0
20
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Tipos de Singularidades aisladas

f tiene una singularidad aislada en z; si f es holomorfa en un
anillo de la forma

{zeC:0<|z- 20l <R}

paraR > 06 R = oo, pero no en z.

Las singularidades aisladas pueden ser de tres tipos:
@ singularidad evitable
@ polo de orden m > 0

@ singularidad esencial: por definicion es aquella
singularidad asilada que no es del tipo de las dos
anteriores
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TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Sea Q c U con Q un dominio simplemente conexo,

f : U — C holomorfa salvo a lo sumo en una cantidad finita
de singularidades aisladas z;,...,zy € Qy sea o = 0Q,
recorrida una unica vez en sentido positivo, entonces

N
f F@) dz =27 ) Res(f,z)
o =0

La integral es 2xi por la suma de
los residuos de f en

todas las singularidades
que pertenecen a la region cuya
frontera es la curva
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TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Ejercicio 2. a) Hallar y clasificar todas las singularidades de

b) Calcular f(r = . dz si o : |z—n| = 4 se recorre una sola vez
en sentido antihorario.
Solucion:

@ h(z) =sen(z) =0 © z, = nr, ceros de orden m = 1

@ 7, = nm: n € Z son singularidades aisladas:

z, =nm:n € Z,n# (0 son polos de orden m = 1

L = limG-nmf @) = lim " _ Jim zlim = na(=1)" £ 0
Z—nmw

z—nr SE€N Z z—nn -t COS Z
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Polosdeordenm=1enz,=n7m:n+0

El limite anterior es el residuo:

Res(f,z = nm) = Jim(z — nn)f(z) = nn(-1)"

luego
Res(f,z=n)=—-n
Res(f,z =2m) =2n
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z = 0 es una singularidad evitable de f

es una singularidad evitable de f pues existe el imite
de la funcion:

=1

. : : 1
lim f(z) = lim = lim
=0 z—=08sen zZ z—=0 COS Z

La serie de Laurent en el anillo 0 < |z] < 7 tiene el aspecto
de una serie de Taylor con residuo ceroy ay = 1:
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FuncioNes MEROMORFAS

Se dice que f es meromorfa si es holomorfa en todo C
salvo en singularidades aisladas de tipo evitables o polos.

f(z) = —— es meromorfa
enz

1
flz) = PP es meromorfa
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TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Z .
b) Calcular f ——dzsio:|z—n| =4 serecorre una sola
9 sen z

vez en sentido antihorario.
Solucion:

@o:|z—-n=4=laregibnesQ:|z—n| <4
0 720=0,z1=m 20=2m€Q,
07,¢Q :n#0, 1,2

TeoreMA DE Los REsibuos:

ff(z) & =2ni [(Res(f,z = 0) + Res(f,z = n) + Res(f, z = 2n))]
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INFINITAS SINGULARIDADES

Notar que: Cada curva divide al plano en 2 regiones, una
acotada y la otra no acotada, por lo cual, aun si f tiene
Infinitas Singularidades Aisladas, s6lo una cantidad finita de
ellas van a quedar en el interior de la curva.

Importante: Esto vale pues las funciones que estamos
considerando tienen sélo Singularidades Aisladas
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RESIDUO EN UN POLO DE ORDEN M

m—1
( _ 1)1 d m—1
Sim=1= |Res(f,z=1z) = Z11_)nzr1 (z=2z20) - f(@)

Res(f,z = z9) = hm ((z=z0)" - f(2)

En este caso, hay polosde ordenm = 1enz=nyenz="2xr:
Res(f,z = m) = lim ((z -7 -

. 1
=xlim — = -1
-1 COSTT

): lim z lim

seén z>r zor SEN 7

Res(f,z =2m) = lirél ((z - 2n) -
I

1
=2x lim
221 COS(27T)
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TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Atencion: Los limites anteriores son los que calculamos para
comprobar que los z, = nz son polos de orden m = 1, si

n# 0.

Por otra parte, Res(f,z = 0) = 0 dado que z =0 es
singularidad evitable. Por lo tanto,

f sen?) dz = 2mi ZRes(f Zn)

= 2ni (Res(f,z = 0) + Res(f,z = m) + Res(f,z = 2n))

=27i (0 — 7w + 27) = 27°i
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CLASIFICACION DE SINGULARIDADES

Ejercicio 3. a) Hallar y clasificar todas las singularidades de

1= Geost =1y

b) Calcular | dzsio: |z =

z(COS(z) D

@ h(z) = z(cos(z) — 1) = 0 & w, = 2nnr, ceros de orden 2,
Yn+0

@ z=0escerodeordenm=3deh

1
@ f(z) = ———— cociente de holomorfas en
z(cos(z) — 1)

U={z+2nn, neZ}

@ w, = 2nm son polos de orden m = 2
pero z = 0 es polo de orden m = 3 de f
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ORDEN DEL POLO: COMPROBACION EN TODOS LOS

w, =2nm #0

(z - 2nn)*
=_2 = 1 -2 —
1m [(Z nm)’ f (Z)] z—>2nﬂZ(COS(Z) -1
. 1. 2(z-2nn)
= lim - lim ——
oWy ZZ10oW, — SGH(Z)
1 . 2 -1

im =—=L#0VneZ n+0
2nm—2mm—cos(z)  nm

En particular, para cada serie de Laurent centrada en w,,,
obtuvimos a_, = =X, n # 0
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b) INTEGRAL DE LINEA: TEOREMA DE LOS RESIDUOS

@ o:lzl=4=laregibnes Q:|z] <4
@ w=0eQ
ow,¢Q :n#0
Teorema de los residuos = ff(z) dz = 2ni Res(f,z = 0)
- N

a-
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d_1 = RESIDUO CON PRODUCTO DE CAUCHY

Dado que wy = 0 es polo de orden m = 3, su serie:

(o)

1 a_j a_n a_q
= - a3ttt nn:0< 2
f(@) Wcosm)— 1) 22 22 2 ;:0 anZ 2| < 27

1 =f(z) z-[cos(z) — 1]

a a a [ 1 1 1
-3 -2 -1 2 : n 2 4 6
z 7 gy ! ] | 2 4! 6!

1

Z3

z | 1 1 1
A3+ a-,7+a,7> + Z a, 72—+ =2 - =+ ...
2, SIS

N 1 1 1
as+darz+a 7>+ Z a, 7P| |—=+ =2 - =7+ ..
2, 2 3T T
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1 1 N
= 261—3 261—22

=1 =0

1 1
——a_1+ —da-3

2 24

=0

2.,

O sea, el lado izquierdo es igual a 1, por lo cual, la constante

es 1y los demas coeficientes del resultado del lado derecho
son ceros, de donde se despejan los valores:

~[=
~[a=0
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RESIDUO EN UN POLO DE ORDEN M

1 m—1
Do m — Dl dzmT

Res(f,z = z0) = ((z=z0)" - f(2)

2

mj— (-2 @)

Sim=3= |Res(f,z=20) = =1
22>z d7?

En este caso, entonces

1 d 1
R =0 — -
esfz=0)= d [ cos(z) — 1]
1 i d [2z(COS(Z) -+ Sen(z)]
"2 dz (cos(z) — 1)2
Etc: es largo, por lo cual en este caso preferimos el calculo
anterior por producto de Cauchy.
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INTEGRAL POR TEOREMA DE LOS REsibuos

Por lo tanto,

1 . oy = L
:\fmdz:%n (Res(f,z=0))) = 37”

(o
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EJercicio 4.
a) Clasificar todas las singularidades de f 'y hallar el residuo
en cada una de ellas si

f@=0+32)

cos ! + !
z— 1 (z+2)?

b) Resolver la integral fyf(z)dz Siy:|z—il=5esta
positivamente orientada y se recorre una uUnica vez.

c) Resolver [ f(z)dz si o esta
orientada como en el dibujo
y se recorre una Unica vez

Solucion: « z = 1 es una singularidad esencial
z=-2es un polo de orden m = 2
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JUSTIFICACIONES Y CALCULOS DE LOS RESIDUOS

z =1 es una singularidad esencial:

1
f(2) = (5+3z2) cos (z——l) + (5 + 32) Z12)

=g+ h(2)

= Res(f,z=1) = Res(g,z=1)

-2
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SERIE DE LAURENT

Recordemos la serie de Taylor centrada en z = 0

o " i
4 (2n)! )'

cos(w) =

= g(z) =5 +32) COS(L)

z—1
_ ey
=[8+3(z—1)] @)l = 1)2n]
> (1)

1
=[8+3(z-1)] [1— 1)2,1} Viz—1]<3

2e—17 L en)l -
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IPURHRIOY PO B o i
=[8+3(z-D] |1 2(Z—1)2+;(2n)! (z= 1™

———
potencias k=4

3(z—1) 8 =
=8+3(z-1)- - 8+3(z-1
+ (Z ) 2(2—1)? Z(Z_1)2+[ + (Z )]HZ:;

= Res(f,zzl):a_lz—g

Notar que el Unico célculo posible del residuo en una
singularidad esencial es a través de la serie de Laurent en el
anillo 0 < |z — 1| < 3, donde

Res(f,z=1)=a_;
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z=-2es un polo de orden m = 2.
Analogamente, en la region |z + 2| < 3:

COS ! + !
z—1 (z+2)?

= ga) +(5+32)

f@)=(5+32)

(z+2)?
=g(2) +[-1 +3(z+2)] z1 2"
1 (z+2)
= ¢(2) - 3
8(2) e + 12
1 3
=g(2) -

(z+2)? " (z+2)
= Res(f,z=-2)=3
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b) Resolver la integral [ f(z)dzsiy:|z—il =5 esta

positivamente orientada y se recorre una unica vez

Llamemos Q : |z—i] < 5, la regién cuya frontera es la curva.

z=1e€Qpues|l —-i|= V2<5
z=-2€eQpues|-2-i=V5<5
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= ff(z)dz =2mi [Res(f,z = 1) + Res(f,z = =2)]
Y

= 3ni |

3
=2mi|—<+3
-3
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c) Resolver [ f(z)dz si o esta
orientada como en el dibujo

y Se recorre una unica vez

Solucion: ¢ Llamemos Q, la regién cuya frontera es la curva.
ez=1,z=-2€Q

o es la concatenacion de o y 0, ¢/u con su orientacion

e 01 Y 0, son similares a una circunferencia
e 0,, Nnegativamente orientada, rodeaaz=-2,z=1

= f f@dz= | fdz+ | f(z)dz

=0 —27i [Res(f,z = 1) + Res(f,z = =2)] =



REesIbuo EN EL INFINITO

En item b), dado que f tiene solo una cantidad finita de
singularidades, y todas en el interior de la curva, se podria
haber calculado:

= ff(z)dz =2nmi[Res(f,z = 1) + Res(f,z = —2)]
Y

1 (1
= 2ni Res(f,z = o) = —2ni Res [_zf(_) ,Z= O] =| 3mi
é Z

Lo mismo en c) cambiando el signo.
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