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FCEyN - 1ro 2022
MATEMATICA 4
Practica 1

Proyeccion Estereografica

La proyeccion estereografica es la que se logra colocando un globo terraqueo
transparente frente a una pantalla, y una fuente de luz en algin punto de la
superficie del globo. Sobre la pantalla quedara proyectado el mapa de la tierra
(salvo un punto). De esta manera, tenemos una correspondencia biyectiva entre
la superficie de la esfera quitdndole un punto (por convencion, el polo norte) y
el plano.

S?—{N} «—> R*=C

Una interpretacion de la esfera completa (es decir, con el polo norte incluido),
vista desde el plano, es que al plano se le ha agregado “un punto nuevo en el
infinito™:

§2 «— CU{oo} =: €
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Proyeccion Estereografica

Una biyeccion posible: se obtiene proyectando sobre el plano C puesto de
forma horizontal sobre el Ecuador, la cual lleva:

e Polo Norte — oo
o Hemisferio Superior, sin el Polo Norte, = {z : |z| > 1}
e Ecuador — {7 : |z = 1}

e Hemisferio Inferior (Sur) — {z : |z] < 1} = Disco Unidad
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Toporoaia pE C = C U oo
Los abiertos de la esfera son de 2 tipos:
e Todo abierto que no contiene al polo norte — un abierto usual del plano
e Todo abierto que contiene al polo norte — {co}U complemento de algun
compacto en C, o sea:
Discos abiertos centrados en PN — {co}U complemento de un disco cerrado
centradoenz =0

Consecuencias:

oEl complemento de un abierto es cerrado en la esfera y alli, todo cerrado
es compacto.

e Si F es un semiplano con la recta del borde, entonces F' U co es compacto
en C
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Homografias

Una homografia es una funcién del tipo

az+ b

H(z) = cad—-b
(2) — d a c#+0

Si denotamos al plano completado C=Ccu {00}, entonces H esta bien definida
y es continua y biyectiva:
H:Cwo C

Cada H se corresponde con una transformacion biyectiva de la esfera de
Riemann en si misma.

A cada homografia H de la forma anterior le asociamos la matriz de sus

a b ) € C?*2, Es decir

coeficientes A = (
c d

Siad — bc = 0 = H(z) = constante Yz

Propiedades:
L (a0 252 .
Matriz diagonal A = 0 4)€ C“*< da la homografia
a
H(z) = E

La matriz escalar A = A Id da la homografia H(z) = z Yz, cualquier sea
A#0

La homografia dada por A y por AA es la misma funcion, y, reciprocamente,

Hy=Hp < B=A1A

Ada Ab

Puess1B:/1A:(/lc d

) y consideramos H = Hp:

_4-
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Adaz+ b A
= —Hy(2)

H = =
B0 = ad 2

La composicion se corresponde con el producto de matrices en la forma

HyoHg=Hyup y Hyr=H)'

Para cada matriz inversible A = ( Ccl Z ) e C**?: ad - bc # 0, tenemos

1 1 d -b T 1 dz—-b
_(ad—bc) —-Cc a A _(ad—bc) —cz+a
dz—Db
> Hgl = <
—cz+a
Ejercicio: verificar que Hy o Hy-1 = Id.
Si ¢ # 0, entonces
Hy:—d/cH oo
Pues
. az+b
lim = 00,
——dfccz+d
donde por definicion
lim f(z) = c0o & lim|f(z)| = +0
=20 720
Hy:c0om alc
Pues , ,
.az+b . ety . Aty a
lim = lim — = lim ——
ll—=+c0 cz+d  ld—+o |2 ¢ + % lZl>+00 ¢ + %
7 + 2 S5i
Ejemplo: H(z) = ;Z - lleva H : gl — 00
H — i
D00 > —
3
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Propiedades geométricas:

1. Toda homografia manda cada recta en una recta o circunferencia

y cada circunferencia en una recta o circunferencia

2. Toda homografia queda determinada por su efecto en tres puntos cualesquiera

3. Toda homografia es composicion de una traslacion, una rotacion, expansion-contraccior

y una inversion
Dem: Definamos como homografias elementales a

Traslacion:
1 A

01

Rotacién: R(z) = e%7: e R

Elz(/l)Z( )HT(Z)=Z+/1

Dilatacién-contraccion: D(z) =az:a € R, a> 0

O bien, una composicién de ambas consideradas en una misma operacién,
la de multiplicar por un escalar A € C, llamada homotecia compleja, A = re® :
6eR, r>0:

10 :
E> () = ( 0 1 ) & D(z) = Az = re'z
Inversion:
01 1
P, = o I(7) = -
12 ( 10 ) (2) .

En efecto, toda matriz M € C>*? es composicion de matrices elementales,
que producen las operaciones de filas y columnas y que se corresponden con
homografias elementales. Geométricamente, dada

b
RED . wd—be£0

H(z) = :
@ cz+d

az+ b
d
a a b_az+b

R ET YT T

_6-

Sic = 0 entonces H(z) = = Tg o Da(z), es decir:

= H(z)
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Si ¢ # 0 entonces

a a
az+b “(cz+d)—-d+b 4 1
H(z) = =< < =—+(—+b
cz+d cz+d c (cz+d)
que es la composicion de las operaciones
D, LR 1 Py (—ad b 1 Ty a, —ad b 1
— czF—C — : : —— —_—
¢ < ¢ cz+d c (cz+d) c c (cz+d)

Otras definiciones:

Homotecias reales: con a € R es una expansion (dilatacion) o contraccion:
H(z) = az, es decir, si |a| > 1, el resultado es un complejo mas largo, 1.e. de
modulo mayor que |z], y 1o contrario si |a| < 1, pero el argumento no cambia si
a> 0.

Sia <0y arg(z)= 0 = el argumento de H(z) = azesm+ 6

Homotecias con centro en zo: H(z) = a(z — z0) + 2o
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Practica 1: Ejercicio 8

Efecto sobre rectas y circunferencias de Traslaciones, Homotecias, Rotaciones,
Inversiones:

1
e Traslacion: T, : A = ( 0 ZIO

)€C2X2:>T(Z)=Z+Zo

o Rotacién: H(z) = €%z : 6 € R = caso especial de homotecia conzg = 0y
a = e corresponde a la matriz
e? 0
( ) € CZXZ

0 1

L

_-R

Recta L = {z =Vv+itw :t € R} - L= {H(z) = ev+te®w i t € R} = {\7 +w:te R}

_8-
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Observacion: Las rotaciones son isometrias, es decir, preservan la norma de
los vectores; por lo tanto, el punto mas cercano al origen de L va al punto mas
cercano al origen de L.

Homotecia compleja = H(z) = re'z es la homotecia real = multiplicar
por el factor de escala r, compuesta con la rotacién de angulo 6

H(z) = rez+w HZ) =a(z—z90)+z0 :a€C
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1
Inversion: H(z) = — «— A = ( 01 )
z 10

1 1
{Z€@2IZ|<7’}I—Q{WEC:|WI>—} donde w = —
r z

e La imagen de una recta que pasa por el origen es otra recta que pasa por el origen,

es decir, 0 — oo; ademas, si 6 esti fijo,

L={zeC:z=ré r>0,r e R)U{u=re™™ r>0,r e RJUO} : 8 fijo €R

1 _. 1 .
T weC:iw=—r>0,re R)U{w = =7 >0, r € RjU{oo)
r r

\]TA

Rojo: z = re'? - azul: H(z) = —e™"
r

e La imagen por H de una recta que no pasa por el origen

es una circunferencia que pasa por el origen

-10 -
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Lema 1: la imagen de la recta vertical del plano C parametrizada por

1 . .
L:z=1+itpor H(z) = — es la circunferencia
Z

I 1
H(L):{w:‘w—i‘zi}

1 1
Dem: Apliquemos la homografiaalarectal : z = 1+it: = H(z) = — = T
Z i
1 1 1 2—-1-it 1 —it 1| 1-it lz| 1
= |HQ - | = |— 5= [T | = |5 | = 5 || = 5 5| = 5
2 I+it 2 2(1 +ir) 21+l 21 +inl 21zl 2

L

25

0.5

| !/ | | ! |

1
Lema 2: la imagen por H(z) = — de una recta cualquiera, que no pasa por
Z

el origen, es una circunferencia que pasa por el origen. Mds precisamente, si
L :z(t) = zo0 + wot : t € R donde zp y wgy son vectores no nulos, mutuamente
perpendiculares, su imagen por H es la circunferencia

_li}
2Tz

Dem: Notar que, dado que zp y wp son vectores perpendiculares, podemos
escribir wy = =+izy (donde ademas estamos eligiendo como vector directriz a
uno que tenga el mismo maédulo que zp).

1
H(L):{w:‘w—z—ZO

-11 -
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. . I
Comprobemos entonces que la distancia de H(z) a T es constante:

20
1
H(z) — —
(2) 2
~ 1 1] |1 1 I 11 1=i| 1
Tzl 1) 2zl lzoll(x£6) 21 |zol2 (1 xin] ™ 2]z

— la imagen de L por la inversion es la circunferencia

1 1
de centro en — vy radio ——
2207 0 2zl

Atencion: esta circunferencia pasa por el origen pues w = 0 satisface la
ecuacion que define a la circunferencia anterior

H(L) L

pertenece a la circunferencia H(L)

Ejemplos 1. Determinar la tnica funcion homogréfica que lleva:

{0, —i, =1} > {i, 1, O} en ese orden

a b 2x2
cd)EC tal que

Solucién: Queremos determinar A = (

-12 -
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az+ b
Hy(z) = :

HO)=i, H(-i)=1, H(-1)=0, luego

b . . a(=)+b a(-1)+b
HO =2 =i, H-p=2L"2"2_ 4 pen=L2272_,
Oy=5=6 HED =7y D= va
entonces e bi
d= —bi —ai+b _ a+bi _.,

—(b+0)i b+c’
Por lo tanto,
a+c=a+bi—=— c=>bi

Concluimos que

HE) _az+b az+1)  (z+1) ___(z+1)
D ard aiz-1) iz-10  \z-1

Atencion: H manda la circunferencia que pasa por el los puntos 0, —i, —1
en la circunferencia que pasa por por i, 1, 0

C1I—>C2

-13-
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Ejemplo 2) Dado w en el semiplano superior y 8 € R cualquiera, probar que

la homografia
H(z) = " (ﬂ)
I-w

lleva el semiplano superior al disco unidad. ;Cudl es la imagen del eje R?

Solucién: Probemos que |H(z)| < 1 Vz € semiplano superior.
Sea entonces z en el semiplano superior:

s|z-—w| z-w C : :
|H(2)| = |€” —| = | _| < 1 siy s6lo si la distancia de z a w es menor
R I
que la distanciade z a @
y
g - -Z.Q\ .
20
x
20
y vale

e laigualdad siy s6losiz=x € R
¢ una desigualdad estricta en otro caso

Analiticamente, escribamos w = a + bi, z = x +yi : b,y > 0 pues ambos
pertenecen al semiplano superior, entonces

z—wl  |x+yi—a-bil (x—a)?+(-b)> 5

H = = -
|H(2)| Iz — o |x + yi — a + bi| \/(x—a)2+(y+b)2

1

= \/(x—a)2+(y—b)2< \/(x—a)2+(y+b)2

-14 -
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= a)? + (y - b)? < (x—a)> + (y + b)?

— |y—-b|<|y+ b

lo cual vale pues y, b tienen el mismo signo, es decir, y,b > 0

(Cudl es la imagen del eje R?

Por ser la frontera del semiplano superior, por continuidad debe ser llevada
por H a la circunferencia unidad, pero ésto se puede probar directamente:
Siz = x € R entonces

x—w|  |x—a-—bil (x-aP+(-b?

IR = | |x—a+bi| Vx—ap + b2

1

lx —

Por lo tanto, H lleva

El eje R +— circunferencia unidad

Semiplano Superior - Disco

- 15 -
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Propiedades de continuidad: 1. Las homografias son funciones continuas:
U — C, con U c C abierto, lo cual equivale a ser continua: R? — RZ.

2. Las homografias son funciones biyectivas: C — C con inversa continua.

—> [ lleva: abierto — abierto en C

/ lleva: cerrado +— cerrado en C

/ lleva: interior + interior en C

-16 -
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Ejemplo 3. a) Hallar la homografia H que aplica los puntos

) 1 3+
{0, 1,21} > {—5, 127 oo} en ese orden

1 .
Hallar los puntos del dominio que H lleva a la recta que pasa por —5 13_+2’l..

a b
c d

az+ b
cz+d’

Solucion: Busquemos A = ( ) € C>2 tal que Ha(z) = con

ad —bc #0

1 3+1
HO) = -, H()= "' HQi)=co, luego
2 1—2i

a+b_ 3+1
c+d 1-2i

b 1
HO)===--=d=-2b, H(l)=
0) 773 d b, H(l)

a2i)+b _

HRO = v vd ™

0o = 2ci+d=0=d=-2ci= b =ci

entonces
a+b 3+

c+d 1-2i

= (a+b)(1-2i)) = B+i(c+d)
= B +i)c(l-2i)
= (a+b)1—21) = @B+i)c+d)
= B +i)cd—2)(1-2i)
—= (a+Db) = B+i)
=a+ci

= a=3c|

Por lo tanto,

az+ b 3z+1
=c e
cz+d z—2I

H(z) = eC

Notar que en este caso, H lleva la circunferencia que pasa por los 3 puntos
en la recta que pasa por los 2 puntos dados de la imagen.

-17 -
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Ademéds, por continuidad, H lleva componentes conexas en componentes

conexas, luego, lleva el interior del disco al semiplano izquierdo pues

1 3G+0+i 3+4 3480 1
H(O)=H|s +i|= = = = Z(~13+14i) = P
(@) (2 Z) TH4i-2i 3-i 12 5 )

N
°
@

] 8i+1
Ejemplo 3. b) Hallar la unica H que aplica los puntos é, 1, o en0, ZT, 4i,

respec.
az+ b

+d

Solucion: Busquemos Hu(z) = dada por alguna matriz de coefi-

cientesAz(ccl Z)ECzXZ: ad — bc # 0, entonces
' 8i+ 1
H(é):O, H(1) = l6 . H(co)=4i, luego
(8) = () = 220 8l (e vy = a4 b
c+d 6
. ali)+b ,
0=H({)= (?) — b=—la
c(§)+d
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+b
4i = H(oo) = 1im &2 = [im—~ %/
|zl =0 CZ + d é—>0z (C + CEZ) é—>0(c + ;

8i + 1 =H(l)za+b=0(%+4i)=1(1+8i)
6 ctd  c(1+4) 2(1+9)
:>(J/|/8’7:3M:> d="2c

c8iz+1 8Biz+1
- H(Z):— =
c2z+4 27+ 4

Notar que en este caso, H lleva en la

circunferencia que pasa por los 3 puntos de la imagen.

Ademas, por continuidad, H lleva componentes conexas en componentes
conexas, luego, lleva semiplano inferior a la recta al interior del disco, pues
8i(-2+1 17
220 +4 —4i+4

17
H(P)=H(-2i) = :§(1+i):Q

-19-
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Practica 1: Ejercicio 5

a) Probar la férmula de resolucién de la ecuacion cuadratica

az?+bz+c=0:a,b,ceC,a+0

Solucidn: En la teoria se vio que las soluciones son

—b + Vb? —4ac
2a

{12 =

donde entendemos que w;, = + Vb? — 4ac € C son los dos nimeros € C :
(wi2)* = b* — dac

b) Resolver z2 — (4 + 2i)z — (5 - 10i)) = 0

Solucioén:
—b+ Vb2 —dac| +4+2i+ /(4 +20)2 + 45— 10i)
' 2a 2

_4+2i+ 12+ 16i+20—40i)) 4+2i+ V32-24i

B 2 Bl 2
_4+2i+(6-2i0)
B 2

—2+i+(3—1i)

=— Z1=5,Z2=—1+2i

-20 -
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Practica 1: Ejercicio 6

a) Probar que para todo ¢ € R : ¢ > 0 el sgte conjunto es una circunferencia
0 una recta:
{zeC:lz—1]=clz+ 1]}

Solucion: Resolver para z = x + yi y elevar al cuadrado la ecuacién dada:
(x—1)2 +y2 =cA(x+ 1)+ czy2 = x*-2x+1 +y2 =2 +232x+ 2 +y2)

= 0=C"-D+2(+ Dx+ (=D +(* - 1)
cz+1.
c2-1

Casoc # 1, seaa =

— 0= x2+2ax+1+y2 — 0= ()c+cz)2—612+1+y2 = | -1=(x+a)l?+ y?
>0

Observamos que |a| > 1 = a? — 1 = R? > 0, luego da una circunferencia.

Casoc =1: = 0 = 4x = la solucidn es la recta vertical x = 0

Practica 1: Ejercicio 6. b

Representar graficamente

{zeCzlz—3|:2|z+3|}y {zeCzlz—3|<2lz+3|}

Solucion: Resolver para z = x + yi y elevar al cuadrado la ecuacion dada:

(x=3)7+y =4|(x+37+y’| = x*—6x+9+y =4[x’ +6x+9+y’|

&= 0=3+30x+27+3y” = 32 +10x+9+)?| = 0 =3[(x+5)’-16+)?]

16 = (x+5)2%+y
=R2

que es la ecuacion de una circunferencia

-21 -
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Analogamente,

&e@:u—m<2u+a}

es el exterior abierto (el complemento) de la clausura del disco anterior

- ~o

-5

&e@:k—ﬂ:2k+ﬂ}

&e@:u—a<2u+m}

En efecto, recorriendo los mismos pasos de antes nos quedaria:

16 < (x+52%+y
=R2

que es el abierto dado por el exterior del disco cerrado

-22 -
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Préctica 1: Ejercicio 7

Sean a,b € R, c € C, probar que
azz+cz+cz+b =0

representa una circunferencia, una recta, un punto o el conjunto vacio y toda
circunferencia y toda recta puede describirse de esta forma.

Solucién: Ejemplos y algunos casos particulares:
e Sic=0,a,b>006biena,b <O0:

O=az+b & 0=d7’+b = |z’ =--<0
a
es el conjunto vacio
e Sic=0,a>0>bo6biena <0< b:
_ ) ) b
O=azz+b < O0=da|z"+b < |7 =—-——>0
a

es la ecuacion de una circunferencia

e Sia=b=c=1entonces |z]> +z+Z+ 1 = 0 representa un punto, 7 = —1
En efecto,

P +z+Z2+1=0 &= X +y*+2x+1=0 & (x+1)*+y*=0

—> unica solucién z = —1

e Sia=c=1perob = —1 entonces |z]> + z+7— 1 = 0 representa la
circunferencia (x + 1)> + y* = 2. En efecto,

P +z472-1=20 = L+ +2x=1 = (x+1P>+y*=2

representa la circunferencia con centro en z = —1 y radio V2

-23-
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Solucién en general, reescribiendo z = x + yi y completando cuadrados.

Escribamos también ¢ = ¢ + ilm(c), caso a # 0, obtenemos:

azz+cz+cz+b =0 a(x2+y2)+2cx+b=0:a,b,c€R

= a[x2 +y° + 22)6] =-b

[ c\z c? ¢ , b ¢
<:)a(x+—) +y|=-b+— (x+—) +y =——+ =

a a a a a*
2
: : c : c
e representa la circunferencia de centroen zo = —— yradioR = ——+— >0
a a a

&= este numero > 0

2
. , C
e esel conjunto vacio &= —-—+ — <0
a a
L c b ¢
e representa el unicopunto zp = —— & ——+—5 =0
a a a

e Caso a = 0, obtenemos la ecuacion lineal, no cuadratica, de la recta

2cx+b=0:ceR|

-4 -
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Préctica 1: Ejercicio 9

Determinar la imagen de las siguientes regiones bajo la homografia indicada:
11. a) El ler cuadrante {z : Im(z) > 0y Re(z) > 0} por H(z) = Z—;l
Z+1
Solucion: Estudiemos la imagen de cada uno de los dos ejes coordenados,
que forman la frontera del dominio: Puntos del eje x:

L L -
Hl)=—'=_i=A, H-)=_—"'—i=B, HO)=_=-1=C
1+ 1—1i I

— el eje real — circunferencia por A, B, C

Puntos del eje y:

Hi)=—L=0=D, —i¢ Dom(H)
1+1

— definimos H(—i) =0 = E, H(0)= — =-1=C
l

— el eje imaginario — eje real

Notar: Cada una de las 2 regiones del C del dominio y de la imagen, sin las
dos curvas tiene

4 componentes conexas = 4 abiertos disjuntos

Ademas, un punto interior al ler cuadrante, que es la componente conexa que
queremos mapear por H va a parar a

1 1
H(Q) = H(l +i) = —— = <(1-2i) = P

-25-
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3 -
2
Q
1 ]
=2 -1 0 1 2 3
-1
L2
13
Conclusion:

Parricia JANCSA

A
Y S
7 ~~s
/, NS
’ a ~
I' ‘\
4 Ay
', \\
J 05 3
’ Ay
’ A}
1 1
1 1
I 1
pic i
s 15 3 05 0 05 H 15
1 '
\ '
A I
\ P i
1
\\ . U
\ -0.5 II
Ay 4
A Y ’,
A 4
\\ ,,
\\\ ”/
s g
~ .JQT_ --
—

La imagen del ler cuadrante {z : Im(z) > Oy Re(z) > 0} por

Z—1 . . .. . . .
H(z) = —— es el medio disco unitario del semiplano inferior \/
7+

9. b) Determinar la imagen de las siguientes regiones bajo la homografia

indicada:

El disco {z : |z] < 1} por H(z) =

27 —1

241z

Este es un item adicional: primero el disco completo y luego el medio disco

Solucion: Veamos cudl es la imagen por H de 3 puntos de la circunferencia

unidad:

2—i 1 -2 -1 1
Hl)=—==-(3-4)=A, H(-1)= = —— 4i) = B
()=3—=56-4)=A HCD=—o——=-G+4)=5

20— 1
= = =C
2+ 2 :
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— A, B, Cno estan alineados

— la circunferencia {z : |z| = 1} — la circunferencia que pasa por A, B, C

Como ademas,
Al =1=|B| =|C|

— la circunferencia unidad — la circunferencia unidad

05 / 15 2 2
A

R of

Mais aun, H es continua en el todo el disco (interior y borde), pues el deno-
minador se anula en z = 2i ¢ disco unidad, luego, H manda el disco cerrado=
compacto a un compacto, que en este caso es el mismo.

Si se quiere, veamos que un punto interior, el zp = 0, va a parar a wy que
pertenece al interior del disco unidad:

Zo:OHH(O):?l:wO

luego, como antes, concluimos que el interior del disco unidad es llevado por
H al interior del disco unidad.

Mas dificil es hacer la cuenta directamente pero es posible: si |z] < 1

27 —1
= |H(z)| = o

<1 e 2z-if <P2+izf

S A+ Q- 1)< -y + ¥ =3 +4 -4y + 1 <d—dy+y*

3% +3y? <3 = ¥ +y* <1

-7 -
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9. ¢) Determinar la imagen del medio disco del semiplano superior {z : Im(z) >

27— 1
0 1 H(z) =
y Izl < 1} por H(z) i

Solucion: Sabemos que la imagen por H del disco unidad va a parar al disco
unidad, con borde y todo, y queremos ver cudl es la imagen del medio disco del
semiplano superior:

-2 -1.5 1.5 2 2

Estudiemos la imagen de la recta = eje real, para lo cual veamos adonde van a
parar 3 puntos:

2-i 1 , 2-i 1 . _
H)=3—=zG-4)=A HC-D)=—5——=-2(3+4)=B H0O)=

_l'_D
2_

-28 -
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0.5

— el eje real — circunferencia por A, B, D
i .
2 (z) —1
2+i(4)
El interior del disco en el dominio sin el eje real tiene dos componentes
conexas, y toda biyeccion continua lleva cada componente conexa del dominio

en una componente conexa de la imagen
= semiplano superior — a lo de arriba:

c
05
1 05 0]
Bd/“‘

Ademads, un punto del semiplano superior va a parar a H (é) = =0

L

Concluimos: {z :Im(z) >0ylz < 1} — area sombreada en verde \/

-29.



