Matematica 4
Practica 1: Numeros Complejos

Patricia Jancsa

Patricia Jancsa Numeros Complejos August 19, 2022 1/58



Calcular la suma, el producto y sus partes reales e imaginarias.
Calcular también el inverso de z y de w. Verificar la validez de
las propiedades para los siguientes casos:

z=1+i w=v3-3j

SUMA : z+w = (140)+(V3=3i) = 14+V3+(1-3)i = 1+/3-2i

— Re(z+w)=1+V3, Im(z+w)=-2
PRODUCTO :z-w = (1+1i)- (V3 —38i) = V3+3+ (V3 —3)i
— Re(z-w)=+v3+3, Im(z-w)=v3-3
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Suma en C es la suma en R?

1+51

-2+

3+4i=-2+i=1+5i

Producto por escalarreal: -3 - (-2 — i) =6+ 3/
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INVERSO dez = z7' = 5= = =

pues comprobemos

1—i (A+n)d-i) 2
2 = 2 2

z-z7'=(1+1i)

INVERSO dew — w-'— L _ W _(V8-3i) V3+3i
wo|wf? 12 12

pues comprobemos

V3+3i  (V3-3i)(v3+3i) 12

= 1

12 12 12

w-w ' = (V3-3i)
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Propiedades :

a)z=(1+)=1—-i=1+i=2z

b)z+w=(1+i)+(V3-3i)=1+v3+(1-23)))

—14V3-2i=1+V3+2i

Por otra parte, z + w

=1+ +(V3-3)=(1-i)+(V3+3)=1+V3+2i

)z w=(1+1i)-(vV3-3i)=v3+3+(vV3-3)i
=V3+3—(V/3-3)i

Por otraparte, z- w = (1 +i)-(V3 — 3i) = (1-i)-(V3+3i) =z~ w
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d) |z - w|=|(1+i)-(vV3=3i)| =|vV3+3+(vV3—23)i|

:\/(\/§+3))2+(¢§—3)2:\/12+2¢§+12—2¢§
=26 =|z| ||

‘NI

-1 _ .
ez ' =—5:

N

. ) Z 1+ 1—i |
S/z:1+/:|z|2: 5 =3 =z

pues comprobemos

2t (1)) (12—i)_(1+i)2(1—i):§:1

Patricia Jancsa Numeros Complejos August 19, 2022 6/58
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Forma Trigonométrica

Seaz=a+bicC,siz#0=r=|z| #0 y se tiene en forma
trigonométrica

zZ= r(cos&—i— I sen 0)

donde valen las relaciones

fe(2) = cosft
, 2|
z=a+bi =
Im(z) = senf
2|

= 0 + 2kn son todos los argumentos de z
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Forma Trigonométrica

l\
2 1
_9 _":1008 (6 ) 1 2
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Médulo y Argumento

Sean z, w € C entonces

1) lz-wl=|z]-|w|

la cual implica la validez de

2) |2 =12

3) arg (z-w) =arg(z) + arg(w) + 2kn : K € Z
la cual implica la validez de

4) arg (Z"y=narg (z) +2kn: k € Z
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Valores de Senos y Cosenos Notables del 1er Cuadrante

m™ | m™ | m | T
1% sl a3z

1 |vV2]3
S€n90§?710

V3 IVE|
C059177§O—1
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Calcular el modulo y el argumento de cada nimero complejo:
a)z=23+3i by w =12 —4+/3j
c)z=—6—2V3i d) T =-v3+3i

Solucion: a) |z| = |3 + v3i| = /32 + V3 = V12 = 2V3
— z=2V3. <i+£i> —2V3. <£+1i)

2V/3 2V3 2 2
\complejo c?er modulo 1 complejo de modulo 1
V3
> = cos -
= =0 = 5 es el argumento principal de z
1 = sen 6
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%0
[ Angulos a y 180°a
[ Anguios ay 180°+a
O Angulos ay 360°-a

a=30
180" | . . 3s0°
j
"o

Todos los argumentos son arg (z) = g +2Kkm: kel
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—> Z se representa en el 1er cuadrante del plano C

sobre la semirrecta que empieza en el origen,

a 30° medidos desde el semieje positivo x,

en sentido antihorario, a distancia 21/3

Todos los argumentos son arg (z)

g+2k7r:k€Z
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b) w =12 — 4/3i.

— |w| = 12— 4V/3i = \/(12)2 + (—4V3)2 = VB 3 = 83

12 43 V3 1,
— w=28V3. <8\/_ 8\/_)—8\/_ (7—51)

complejo de modulo 1 complejo de modulo 1

Esto es imprescindible para calcular el argumento 6, porque asi:

V3
> cos -
=0= 5 es el argumento principal de w
1
—— = senf
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90"

180" |

T

[J Angulos ay 180°a
[ Anguios ay 180°+a

& Angulos ay 360"-a

Todos los argumentos son arg (2)

:—g+2kw:keZ
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Es decir que
w se representa en el 4to cuadrante del plano C

sobre la semirrecta que empieza en el origen, a 30° medidos des
en sentido negativo = horario

a distancia 8v/3

Todos los argumentos son arg(w) = —g +2knkeZ
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c)z=—-6—2V3i.

— |2] = | -6 - 2V3i| = \/(-6)2 + (—2V3)2 = V48 = 4V3

6 2V3, V3 1.
:>Z:4\/§<—m—ml):4\/§ <—7—§I>

complejo de modulo 1 complejo de modulo 1

asi podemos calcular el argumento 6:

V3
% = cosf 5
=0= " es el argumento principal
1
—— = senf
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90"

a=30
180° |

7 -270‘

[J Angulos ay 180°a
B Anguios ay 180°+a

O Angulos ay 360"-a

Todos los argumentos son arg (z) =

—gw+2k7r:kEZ
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—> Zz se representa en el 3er cuadrante del plano C
sobre la semirrecta que empieza en el origen, a 210°

medidos desde el semieje positivo x,
en sentido positivo = antihorario

a distancia 4/3 del origen sobre la semirrecta

Todos los argumentos de z son arg(z) = —277 +2km:keZ
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= —v/3+3i
1 T] = |~ VB30 = \(VBR 1 8 = VBT VI2 =23

V3 3 V3
:>7':2\/§-<2\/_ \/‘>_2f (——+7>

complejo de modulo 1 complejo de modulo 1

Calculemos su argumento 6:

.

= cosft

2 .
=0= 3" es el argumento principal de T

= senéf

|
""& N —

2
Todos los argumentos de 7 son arg(T) = 3™t 2km 1k e Z
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Es decir que
T se representa en el 2do cuadrante del plano C

sobre la semirrecta que empieza en el origen, a 120° medidos de:
en sentido antihorario

a distancia 2/3 del origen sobre la misma semirrecta
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https://www.geogebra.org/m/WkRI9RDuJ

Reduccion de angulos al 1¢ cuadrante

Introduce en la casilla un angulo del primer cuadrante _ 1 o = 60°
o utiliza el deslizador o _[6_0. ®
90°
e
= R
f/\ & Angulos o y 180°-a
/
;/ [ Angulos a y 180°+a
/rj O Angulos o y 360°-a
/
, / \

| a = 60° 1
180".' % ln"- 360°

Fo7ne

ust 19, 2022 23/58

Patricia Jancsa Numeros Complejos


https://www.geogebra.org/m/WkR9RDuJ

Raices Cuadradas

Si 0 # z € C entonces existen distintos wy —w € C tales que

2 2

we=2z=(—w)

Ejemplos: ¢ 2 = —1 = (—i)?

o (V3i)2 = (-V3i2 =-3
e Siz=-5=— +w = +V/5i cumple (+w)? = (xV/5/)?> = -5
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Raices Cuadradas

Calcular las raices cuadradas de z = 7 + 6v/2i. \

Solucién: Buscamos w, —w € C tales que
w? =7 4 6V2i = (—w)?
Escribamos en forma binémica
w=X+yi = w? = (x+ yi)? = x>+ 2xyi + (yi)?
_ Xz_yz

+  2xyi
—— ~—
parte real  parte imaginaria

=7 +6V2i
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Raices Cuadradas

Obtenemos ecuaciones en las variables x, y € R:
°ex?—y? =Re(z)=7

)] e2xy :Im(z):6\/§:>y:£7é0

o XP+y? =Wl =|7+6V2il =121 = 11

Agregamos una ecuacion mas para simplificar los calculos

porque nos quedaron sélo ecuaciones cuadraticas. Usando la
irayla 3ra

=11 -x2=y?=x*-7
=2x2=18x2=x*=9

=| x=43, y=+V2 |=| z=+(3+2)
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Otro camino sin agregar la 3ra ecuacion

X2

2
X#0=7=x%— % _x-18
_ )=

—0=x*"-18-7x2

Raices de la ecuacion de grado 4: Cambiemos u = x> > 0en R
— 0=u?>—-18—7ucon raicesu; =9, u, = —2

— 0 < x* = u=9 es la Unica solucion = despejemos x, y
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Raices de la ecuacion de grado 4: completemos cuadrados

2
— 0=x*-18—-7x%= <x2—7> —@—18

2 4
7\% 49 121
2i7 [ — e
<:><X 2) 4+18 7 eR
7 11 7 11
2__:_ 2_7: o 2: 4 H 2:_
o 2‘ 2<:>x 5 i2z>x 9 0 bien x 2cR

3v2

—> 0 < x? = 9 es la Unica solucién = despejemos y = E

x:3:>y:\/§, x:—3:>y:—\/§
Por lo tanto, las dos raices cuadradas son

w=3+V2i, —w=-3-2i \/
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Comprobacion:

(£w)? = (3 + V2i)?
=9+ 6V2i + 2/
:9+6\/§i—2:7+6\/§i\/
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Hallar todas las soluciones z € C de la ecuacion z* = —4.

Solucion: Sea z ¢ C una solucién de la ecuacién, entonces z
verifica una ecuacion para el modulo y otra para el argumento,

es decir
2 =zt =] - 4] = |z| =45 =2
Por otra parte, para el argumento, tenemos
arg(zYY=arg(—4)=n+2r: L7

—arg(zY)=4arg (2) +2kn ke Z
entonces

arg (z*) =4 arg (z) + 2kr = 7 + 2(7
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arg (z*) = 4 arg (2) + 2km = 7 + 2(x

Pasemos al lado derecho el 2kr y observemos que ¢ — k es un
namero entero, que llamamos r, y dividamos por 4, entonces

T 2rT
arg (z) = R
Debido a la periodicidad de los argumentos, sabemos que
alcanza tomar 4 valores sucesivos de r € Z para obtener las 4
raices distintas, es decir, los cuatro argumentos que dan las 4
soluciones distintas z, : r = 0,1,2,3 son

Hrzarg(z,):%Jréw:r:0,1,2,3

3
= b0y = arg (2o) = %; 01 = arg (z1) = Tﬂ

5
O, = arg (z2) = Tﬁ;
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Por lo tanto, las soluciones son
Z = \/E(cos 0, + i sen 6,)

Evaluando para cada r los argumentos obtenidos y sabiendo
que el mddulo es |z| = /2, obtenemos

T, T
20:\/§<cos Z+Isenz>,
37
z1=V2 cos—+lsen

57
Zo =2 cos—+lsen

T
7 . Vs
23:\/§<cos %—l—lsen T)
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Conocemos los valores de seno y coseno de estos argumentos
de la tabla:

COS—+— = — =Sen —

4 2 4

Los demas argumentos tienen sus valores trigonométricos con
el mismo valor absoluto pero alternando los signos
dependiendo del cuadrante. Por lo tanto,

zo:\/if V2

o i | =1+

Asi siguiendo

Z1:—1+i; 22:—1—i; 23:1—i;

Patricia Jancsa Numeros Complejos August 19, 2022 33/58



Observacion: Notar que las raices de una ecuacion de la forma
z" = wq € C siempre son los vértices de un poligono regular de
n lados. En este caso, son los vértices de un cuadrado.

Notar también que los pares z; yz, son mutuamente
conjugadas, lo mismo que z, yzs, lo cual ocurre dado que los
coeficientes de la ecuacion original z* = —4 pertenecen a R.

—1-i e - °1-i
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Hallar todos los z € C tales que z° = —8i.

Solucion: Sea z € C una solucidon de la ecuacién, entonces z
verifica una ecuacion para el médulo y otra para el argumento,
es decir

2% =z =8| —i| = |z| = 2

Por otra parte, para el argumento, tenemos

arg (z°) = arg (-8i) = arg (—/)

—27T+2€7r:£€Z

—arg(z’)=3arg (2) +2kn:kc Z

Patricia Jancsa Numeros Complejos August 19, 2022 35/58



entonces

arg (2°) =3 arg (z2) + 2kr = 27T+2€7T: k.t eZ

Pasemos al lado derecho el 2kr y observemos que ¢ — k es un
namero entero, que llamamos r, y dividamos por 3, entonces

arg (z) = %w+%7r: r=0,1,2
Debido a la periodicidad de los argumentos, sabemos que
alcanza tomar 3 valores sucesivos de r € Z para obtener las 3
raices distintas, es decir, los argumentos que dan las 3

soluciones distintas z, : r = 0,1,2 son

er—arg(z,)—;7r+23r7r:r—0,172
Obtenemos
1 1 2 7 1 4 11
902571', 91:§7T+§7T:67T, 92:§7T+§7T:€7T
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Evaluando para cada r los argumentos obtenidos y sabiendo
que el médulo es |z| = 2, obtenemos las soluciones:

T 7
20:2(cos —+/sen—>7

2 2
Z1 =2 | cos 7—7T—|—isen7—7r :
1= 6 6 )
Zo =2 [ cos H—W—I—isenﬁ—ﬂ :
2 — 6 6 '
Conocemos los valores de seno y coseno de la tabla:
S PR
se 6 = 2, COS 6 = >

7 11 .
El seno y coseno de ¢, = 6™ 0 = 5 tienen el mismo valor
absoluto pero los signos dependen del cuadrante:

— 7y = 2I, 21:—\@—i, Z=v3—i
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Observacion: Notar que las raices de la ecuacion z3 = —8i € C
son los vértices de un triangulo equilatero.

Notar también que z; y z, no son mutuamente conjugadas: no

tienen por qué serlo, dado que los coeficientes de la ecuacion
original no pertenecen a R.

e Z [ W2
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Formula de Euler

FORMA EXPONENCIAL

e = cos(d) +isen (A): # e R

o |e? =1

o arg(e’) =0+2kr:k € Z
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Formula de Euler

En general, si z# 0 = |z| = r > 0 entonces

FORMA EXPONENCIAL

z=re = (cos(@) + i sen (9))

o|re =r

oarg(re?)=0+2kr:k cZ
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Médulo y Argumento

Sean z, w € C entonces
1 lz-wl=|z]|w|
la cual implica la validez de

2) 12" =1z"

3) arg (z-w) = arg(z) + arg(w) + 2kn : kK € Z
la cual implica la validez de

4) arg (Z"Y=narg (z) +2kn: k€ Z
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Comprobemos 1) y 3)

En efecto, si z = ri(cosa + isen «), w = ry(cosf + isen 6),
entonces

Z-w=r(cosa+ isen ) r(cosf+ isen 0)

=nh cosacos@—sen&sen@} + i[cosasen@+senacos€]
=nr [cos(a +0) + isen (« —|—9)}

Por lo tanto, |z - w| = |z| - |w| y también

arg (z-w) = arg(z) + arg(w) + 2kr : k € Zv'
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Valores de Senos y Cosenos Notables del 1er Cuadrante

N 7T ™ | T
1% sl a3z

1 1vV2]V3

V3| v2 ] 1
C056177§O—1
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Calcular z - w = eme~27/3 en forma exponencial, trigonométrica
y binémica.

Solucion: La forma exponencial es la mas facil: se multiplican
potencias de igual base

7. W= eg'g 5T — g 5mitni _ g(1-5)mi_ ggmi

= en forma trigonométrica tenemos

= Z-W = cos <;7T> + i sen <:137T>

= en forma bindmica obtenemos

1 . 1 1 V3,
z-W—cos(§W)+lsen(§7r)—2+2/
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1 .
zZW==_+——i

es el complejo de modulo 1 y argumento
arg(z-w) = %W—i—ka kel

es decir, se encuentra sobre la semirrecta a 60° en el primer
cuadrante
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Calcular z- w = (\/5 + i) -3 - €2/3 en forma exponencial,
trigonométrica y bindémica

Solucion: Primero necesitamos escribir ambos factores de la
misma forma para poder multiplicarlos mejor:

|z|:‘\/§+i’: (\/§)Z+12:\/Z:2

:>z:\/§+i:2-(\/7§+%i>

= cosf ’
= 0= 6" es el argumento principal

= senéf

o g
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]
Todos los argumentos de z son arg(z) = 6" +2kn: kel

2 2

(e (5) 150 (7))

—2.¢"=2. g™

:>z:\/§+i:2-<\/§+1i>
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Calculemos ahora el producto en forma exponencial:

2

z.w=2.e".3.e5" =6.el5)"_pg.gs"

Por lo tanto, el mdédulo y argumento de z - w se desprenden de
la expresion anterior:

= |z -w|=6, arg(z-w):gw+2k7r:kez
= en forma trigonométrica tenemos
Z-W=26-|cos ? + I sen §
- 6 6
= en forma bindmica obtenemos
5 . 5 V3 1.
Z-W=6- (cos (yr) + i sen (yr)) =6- (—74—5/)

= -3V3+3j
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Graficar regiones de C

Graficar el conjunto en cada caso:

A={z:|Im(z)| > 1}, B={z:|z| > 2}

C:{z:z<arg(z)§

i }, D=BnNC

wl A
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Solucion:

A={z:|Im(z)| > 1}

6
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B={z:|z| > 2}:
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-2
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4
3
2
1
-3 2 10 2 3 4 5 6 9 10 1"

-1
=2
-3
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Homografias: introduccién

Z+3) _p. R0

Hallarlos z € C :

Solucién: Sea z € C que verifica la ecuacion; elevando al
cuadrado:

2

Z+3 =R «— R?|z-3)° = |z+3]° (v

zZ—3

=(z+3)(z+3)=(z+3)(Z+3)=(z+3)(z+3)
=22+3(z+2)+9
=1z +3(z+2)+9
Analogamente,

z—3F =22 -3(z+2)+9
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Reemplacemos en (x):

R?(|zP=3(z+2)+9) = [zP+3(z+2) + 9 (x)
que es equivalente a
0=(1-R*(z*+9)+ (z+2)(3+3R?)
Consideremos ahoraloscasos R=1y R # 1.

R=1:
0=(1-R)(|z+9)+ (z+2)(3+3R?
=0 =6
Por lo tanto,

0=z+Z=2Re(z)=z=1iy: yeR
Por lo tanto, el conjunto buscado es la recta vertical
L={zeC:z=1ly, y e R}
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o R # 1: dividimos por 1 — R?
12 1+ R
0=|z| +9+3(z+z)—(1 =y
Recordemos la férmula de arriba para a € R

z+aP? = |zP+(z+2)a+ &

L1+ R,
y completemos cuadrados con a = 37(1 “ )’
) _(1+R?) (1+AR)N| 801 +A)])° .,
P4 +3(z+z)—(1_R2)+ 3—(1—H2) - +9=0

equivalente a una ecuacion del tipo |z — z|?> =radio?:

z+3gi532:{%liﬁar—9>o

(1- R 1- R
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donde el numero anterior es positivo:

2y 12
] oo
14 R2)?
{:RJ >1e=1+R> 11— R? (%)

lo cual vale pues R? > 0, es decir
1-R? si1>R? yvale(x) <= 2R >0
~1+R? si1<R? yvale(x) <= 1> -1

1+ R >0 — RZ{

Por lo tanto, en este caso el conjunto dado es una circunferencia
3(1 + R? . R?)
de centro en zy = S+ A y radio 3\/[(+] — 1 \/

1-Re 1-Re
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z +g = f: C — C es una homografia

Llamemos f(z) =

e SiR=1,= flleva:
el eje imaginario — {w € C: |w| = R}

3(1+ A?)

R #1, = flleva circunferencia de centro en z; = — T R

2412
y radio 3\/{(14:22)] —1

r—>{W€Czyw|:F|’}\/

Patricia Jancsa Numeros Complejos August 19, 2022 58/58



