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Teoremas de Integracion

Teorema de Cauchy - Goursat. Sea f: U — C holomorfa, v
curva cerrada, frontera de un dominio Q
simplemente conexo tal que QC U (o sea, todos los puntos

interiores a la curva estan en U)
Im(z)

A
= / f(z) dz=0
Re(z)
\>-f//

Corolario: h: U — C holomorfa, 71,72 con mismos puntos

iniciales y finales: v1 U ~;” = frontera de un dominio
simplemente conexo Q C U == [ h(z) dz= [ h(z) dz
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Ejercicio fundamental de una integral # 0

Lema. Sea 7 : |z| = R la circunferencia de centro en el origen
y radio R > 0, recorrida una sola vez en sentido antihorario,

1
/— dz = 27i
4
Andlogamente,

1
/ dz=2mi sivy:|lz—w|=R
gl

entonces la integral

zZ — W

Comprobacién: — no hay una primitiva en ningtin € que

.Z . . e
contenga a la circunferencia completa, pues cualquier primitiva
es log : Q, — U, que esta definida en

Q, = C — la semirrecta de los z de argumento «
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1 ) N

= /— dz sélo se puede calcular por definicién

z
gl

Notar que la integral no depende de R
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Punto singular

g(2)

Definicién: Si f(z) = hz) es un cociente de funciones
z

holomorfas en en un abierto U, el dominio de f es

Dom(f) = {z € U: h(z) # 0}

Es decir, los ceros de h quedan fuera del dominio de f y se

[laman

puntos singulares de f
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Ejercicio 0 jcuando la integral es cero?

Todo depende entonces de que el punto singular sea interior a
la curva o no lo sea; si v simple, cerrada:

1
/ — dz =2mi
|z|=RZ

1
pero/ — dz = 0 pues el punto singular w =0 ¢ Q
|z—3i|=1Z
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Andlogamente

1
/ dz = 27i
|z—2|=1Z — 2

1
pero/ 5 dz = 0 pues el punto singular z =2 ¢ Q)
|z—3i]=1Z —

N J =

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

-1

Patricia Jancsa Férmula Integral de Cauchy



Formula Integral de Cauchy

Sea U abierto, h: U — C una funcién holomorfa, Q un

dominio simplemente conexo tal que Q2 estd contenido en U

y w € €2° entonces

/ _hz) dz = 27i h(w)
o0 (

z—w)

donde la curva se recorre una sola vez en sentido antihorario.

Notar que la funcién del integrando es holomorfa salvo en un
tnico punto singular interior a la curva y la curva rodea este
punto, en sentido positivo.

Ejercicio principal:

Q={z:|z—w|<r}CU
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Sea v cualquier curva cerrada tal que 0 € €2° donde (2 es la
region cuya frontera es la curva: v = 0.
Calcular la integral usando la férmula integral

1
/—dz
.'*/Z

Solucién: h(z) =1 con dominio U = C.

Por hipétesis, v = 0€2, es decir, {2 = el dominio abierto cuya
frontera es la curva y el punto singular es w =0 € °

lz: Mz:wiwzﬁi =27
:>/Vzd /BQ(Z_w)d 2rei h(w) = 2i A(0) = 2

donde la curva se recorre una sola vez en sentido antihorario:
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Comprobar que

1
/—dz:27ri
4

si 7y es cualquiera de las siguientes, recorrida una sola vez en

sentido antihorario
/yl:{Z:X—f—yl', |X| - M17|y| < MQ}

Wz=x+yi: |x| < My,ly| =M}, M, M, >0
Y2 ={z=x+yi, |x|+|y| = R}.

v3:z(t)=1—i+Re®, 0<t<2m, R>2.
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fv’ 1 dz = 27i

V4

Sélo hay que verificar las hipdtesis:

o f(z)= % holomorfa Vz #£ 0

e w =0 €, es decir, que z = 0 pertenece al interior de la
regién cuya frontera es la curva, en cada caso:

1 = {x+yi: |x| = My, |y| < Ma} Yo = {x+yi : |x|+|y| = R}
U{x +yi:|x| < My, |y| = Ma}

. s
3 P
A B
5 a 2 d
1 1
B
d. b.
BH 2 o e TaRaY Inaay] o Lo GRS 4
1 '
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Sivs:z(t)=1—i+ Re®, 0<t<2m R>2entonces

Q:|z—(1—1i)| <R es la regién cuya frontera es la curva

y contiene a w = 0 pues
w—(1—-i)|=|-1-)=vV2<2<R

Por lo tanto,

1
/—dz:27ri
,Z
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Sea 7 : |z + 1| = 5 recorrida una sola vez en sentido

antihorario. Calcular

/ sen(37z) o

z+2—

Solucién: e En este caso, h(z) = sen(37z) holomorfa para
todo z con dominio U = C. Llamemos €2 al dominio cuya

frontera es la curva:
Q:={zeC:|z+1] <5}
e El denominador se anula en

z+2—i=0=>z=-2+1
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= el punto singular es w = —2 + | € Q° pues

w1 =|(-2+)+1=]|-1+il=v2<5

:/Mdz:/m h2) 4, ~ ori h(w)

z4+2—1i (z —w)

1
=2mi h(—2+ i) = 2misen (ZW(2 + /))

=i [sen (= + 3]
= 27l [S€én > 4/

. ™ T . ™ . .rm _m

— 27 |sen (—5) cos (ZI) -+ cos <—§> sen (ZI> = —ml [64 +e 4}
N e N e e
=-1 :cosh(§) =0 :isenh(%)
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Seav:z(t)=e":0< t <2m Calcular

" cos ]
/ _cosz+i) ,
- 2(z+1-3i)
Solucion: e Llamemos €2 a la regidn cuya frontera es la curva:

Q:={zeC:|z|] <1}

e El denominador se anula en dos puntos:

z=-143i¢Q, w=0€Q
oh(z):M
(z+1-3i)
U={zeC: z#-1+43i} vy Q:={zeC:|z|<1}CU
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nica singularidad dentro de la region

eB

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 ( 0 2 3 4
e E| denominador se anula en dos puntos\_,j
de los cuales
sélo uno es interior a la curva:

zZ=-148i¢Q, |lw=0¢€Q

-5
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Es decir que elegimos como h(z) a todos los factores
holomorfos del integrando:

cos(z+i).
/W%dz:/v {(ZHZ&)} dz:/m%dz

= 2ri h(0) = 2ni {%} 20

. cos(f) (e t+e
p— 2 p—
=30 7”(1-3i>

-1
— i (1+3i) (e 1; e)

donde la curva se recorre una sola vez en sentido antihorario.
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Ejercicio 5. Varias Singularidades dentro de la Regidn

27iz 1
Resolver la integral de linea /7 {(4; — ) aF — 41} dz alo

largo de ~y

- - | -~ ! -
1L —— = e

que se recorre una sola vez, en sentido antihorario, empezando
en el origen, por la curva negra — roja — verde — azul.
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Fracciones Simples

Solucién: CA sélo para el factor racional:

1 1 1 1 1

(422-1) 4(z-3) 4(z+3)

Luego, la integral se escribe como suma

/ 627riz N 1 J
L (422 =1)  z—4i z

1 2miz 1 2mwiz 1
L [,
4 'Y(Z_E) 4 7(2_’_5) 72—41

—_——
=0

pues w = 4/ ¢ Q si llamamos a 2 = regidn cuya frontera es la
curva.
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v es la concatenacion de los 8 pétalos

Pensemos a la curva como concatenacién de 8 curvas: los 4
pétalos de la izquierda y los 4 pétalos de la derecha;
escribamos ademds a toda la curva de la derecha como v, y
toda la de la izquierda como ~,:

Y=~ U

Notar que

zZ= % es un punto interior a las 4 curvas de la derecha, es

decir, esta rodeada por 4 curvas simples cerradas que se
recorren de manera positiva
_ 1 . . I d I . . d
z = 5 es un punto interior a las 4 curvas de la izquierda, es
decir, esta rodeada por 4 curvas simples cerradas, pero que se

recorren de manera negativa: | - f(z)dz =~ |2 f(z)dz
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’7TIZ 1

4z2 — 1) z—4i

1 2miz 1 2miz
:—/ e—le——/ e—le+O
4 i (z=3) 4Jy(z+3)

Por lo tanto, [ ] dz

=2ri[e" + e ] = —4ni
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Formula Integral de Cauchy para funciones con

potencias en el denominador

Sea U un dominio, h: U — C una funcién holomorfa y 2 un
dominio simplemente conexo tal que Q estd contenido en U.

Si w € Q° entonces

/ _hlz) dz = 2l A" (w)
)

o (z —w)rtt n!

donde la curva se recorre una sola vez en sentido antihorario,
y h(" denota la derivada de orden n de h.
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Ejercicio 6.

Seav:z(t)=e":0< t < 2w Calcular

1
a) /;;dz /Fdz‘v’n 1

Solucién: e h(z) =1 para todo z con dominio U = C
Q:={zeC:|z| <1}
El Gnico punto singular es w = 0 € € con potencia
n+1=2=—n=1,
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n

dzn

b) Lo mismo Vn > 1: atencién h(z) =1 = h(z) =0 Vz,

entonces por F Integral de Cauchy

1 h(z) 2ri d”
= —_— = — h =
/72"+1 1 /89 (z —0)n+1 1z n! dz" (2) 2=0 0

Otra resolucién: Estas integrales dan todas cero pues las
funciones integrando tienen primitiva en el mismo dominio
abierto Q = {z # 0}:
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Ejercicio 7.

Resolver la integral de linea a lo largo de o dada por la
poligonal que recorre los vértices
3 =3 =+ 0 —= 3

/ 1 i ez i 1 d
z
ol (22=2z4+1) (z—1-i)p} z+42

Solucidn:

4

(0, 3)

N

(3,0)
D10 1 2 3 4 5
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Determinemos los puntos singulares del integrando que son los
ceros de todos los denominadores:
00222—Z+1<:>z:%‘/§"

ez=1+1
ez—=1+1
ez=-2
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Singularidades: = {w = 1+§@",W = 1*2ﬁ",z0 =1+iz=-2}

Q = interior del tridangulo = {z=x+yi € C:0< x,y, x+y < 3}

Tenemos dentro de la regién solamente a las que cumplen
x,y >0, x+y<3:
° W:—1+2\/§i, 2=14+i€Q
— _ 1-/3i
= %7 zZ = —2 §é Q

4

(0, 3)
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Resolvemos por Férmula Integral de Cauchy

/ 1 n ez n 1 dz
ol (22—2z+1) (z—1—-1i)3 z+42

1 e’iTIZ 1
— d — d
/a(z—w)(z—W) ”/o<z—1—f)3 ”/Uz+2 ‘
N———

1 .
W emiz
= d —d
[E=ge+ | o
. 1 1 d2 Tiz . 1 1 N2 i 1+i_
= 27 |:Z—VV’ZW+ 5@6 ‘21+;:|:27TI [E—I—E(ﬂ'l) e ( )
3 1
=27 \3[+27r2e_”i]
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