MATEMATICA 2
- Transformaciones lineales

Ejercicio 1. Determinar cudles de las siguientes funciones son transformaciones lineales:
: 2 3
) [+ R =R, f(z1,22) = (z1 — 32, 2.2, 1 + 21)

ii) f:C— €, f(z) =7Z (considerando a € como IR-espacio vectorial y como C -espacio
vectorial.)

a
i) f: R SR, f < 12) = a11.G22 — a12.021

o « a 0 a2+a
iv) f: RQQ—HRZ?’,JC( ) ((2)2 alq aij—ai)
v) f:IR[X] = R3, = ),p(O),p”(OD

Ejercicio 2. Probar la linealidad de las siguientes aplicaciones:
i) tr: K" - K
i) t: K™ — K™ t(A) =
iii) 0 : C*(R) - C*(IR) , o(f) =
iv) @:C([0,1]) = C([0,1]) , QI>(f) =y £
V) €q: K[X] = K, €,(f) = f(a) donde o € K

ﬁi

Ejercicio 3.
i) Probar que existe una tnica transformacién lineal f : IR* — IR? tal que f(1,1) =
(=5,3) y f(—1,1) = (5,2). Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2)
ii) ;Existird una transformacién lineal f : IR* — IR? tal que f(1,1) = (2,6) ; f(—1,1) =
(2,1) y f(2,7) = (5,3)7

iii) Sean f, ¢ : IR* — IR® transformaciones lineales tales que f(—1,0,0) = (1,2,1),
f(2,1,0) = (2,1,0), f(1,0,1) = (1,2,1), ¢g(1,1,1) = (1,1,0), g(2,2,—-1) = (3 ,2)
v 9(3,2,1) = (0,0, 1). Determinar si f = g.

iv) Hallar todos los a € IR para los cuales exista una transformacién lineal f : R?® - R?

que SatiSfaga que f(17 _17 1) = (2,0,, _1)7 f(]-a _17 2) = (a2a _]-7 1) y f(]-a _]-v _2) =
(5,—1,-7).

Ejercicio 4.
i) Calcular el nicleo y la imagen de cada tranformacion lineal de los Ejercicios 1 y 2.
Decidir, en cada caso, si f es epimorfismo, monomorfismo o isomorfismo. En el caso
que sea isomorfismo, calcular f~1.



ii) Clasificar las transformaciones lineales tr, t y €, del Ejercicio 2 en epimorfismos,
monomorfismos e isomorfismos.

Ejercicio 5. Sean f : R® = IR* | f(x1,22,23) = (x1 4+ 22,71 +123,0,0) y ¢g:R* - R?,
g(x1, 22,23, 24) = (x1 — 22,211 — 22) Calcular el niicleo y la imagen de f, de g y de go f.
Decidir si son monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.

Ejercicio 6.
i) Sean S, T C IR* definidos por S = {(x1, T2, 3, 74)/T1 + T2 + 253 =0} y

T = {(z1,22,23,24)/2.01 + x4 = 0, z9 — x3 = 0}. ;Existird algin isomorfismo
f:R*— R* tal que f(S)=1T7
ii) Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una transformacién lineal
f:IR* = IR* que verifique Im(f) = S y Nu(f) = T en los siguientes casos:
a) S ={(x1,22,23,24)/21 + 20 —23+2.24 =0} , T =< (1,2,1) >
b) S = {(ml,xg,xg,m)/ml +x9=0, T3+ x4 = 0} , T=< (1,—2,1) >

Ejercicio 7. En cada uno de los siguientes casos definir una transformacién lineal
f:IR® - IR? que verifique lo pedido:

) (1,1,0) € Nu(f) y dim(Im(f))=1
ii) Nu(f) N Im(f) =< (1,1,2) >
iii) f# 0y Nu(f) € Im(f)
iv) f#0y fof=0
) fAIdy fof=1d
) Nu(f) # {0}, Im(f) # {0} y Nu(f) N Im(f) = {0}

Ejercicio 8. Sea S =< (1,1,0,1),(2,1,0,1) > C IR*.
i) Hallar una transformacién lineal f : IR* — IR? tal que Nu(f) = S.
ii) Hallar ecuaciones para S (usar i))

iii) Hallar un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones sea
<(1,1,0,1),(2,1,0,1) > 4+ (0,1,1,2)

Ejercicio 9. Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V' — V una transformacién lineal. f
se llama un proyector si y sélosi fo f = f.

i) Probar que f:V — V es un proyector <= f(v) =v Vv € Im(f).

ii) En cada uno de los siguientes casos construir, si es posible, un proyector f : R? —» R?
que cumpla:



a) Nu(f) = {(x1, 22, 23) /21 + 2 + 3 = 0} e Im(f) =< (-2,1,1) >
b) Nu(f) = {(z1,22,23)/3.21 —x3 =0} e Im(f) =< (1,1,1) >
iii) Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V' — V un proyector. Probar que
V = Nu(f) & Im(f).
iv) Sea V es un K-espacio vectorial de dimensién n y sean S y T subespacios de V tales
que V =S @ T. Probar que existe un unico proyector f : V — V tal que Nu(f) = S
elm(f)="T.

Ejercicio 10. Dada f : V — V, calcular |f|gp en cada uno de los siguientes casos:
i) V=R3, f(z1,29,23) = (3.21 — 2.79 + 13,5.71 + 22 — 73,71 + 3.9 + 4.23)
a) B = B’ la base canénica de IR,
b) B=1{(1,2,1),(-1,1,3),(2,1,1)} y B’ ={(1,1,0),(1,2,3),(2,3,4) }.
i) V==C%, f(z1,22) = (2.31 — i.22, 71 + 22)
a) B = B’ la base candnica de €2 como C-espacio vectorial.
b) B = B’ ={(1,0),(0,1),(4,0),(0,i)} considerando a €? como IR-espacio vectorial.
iii) V=Ry[X], f(P)=PF
a) B=B'={1,X,X?% X3 X}
b) B={1,X,X?2 X3 X4} B ={X* X3 X2 X 1}.
iv) V=R?**?, f(A) = A' , B = B’ la base canénica de IR?*2.

Ejercicio 11. Sea B = {v;,v2,v3} una base de R® y B’ = {w,ws, w3, w,} una base de
R*. Sea f:IR?® — IR? la transformacién lineal tal que

1 -2 1
-1 1 -1
3 =2 5

i) Hallar f(3.v1 + 2.v2 — v3) {Cudles son sus coordenadas en la base B’?
ii) Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).

iii) Describir el conjunto f~1(wy — 3.ws — wy).

Ejercicio 12. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sea f : V' — V un proyector.

Probar que existe una base B de V tal que

(|f|B)ij _ {1 sii=7;1< dim(Im(f))

0 sino

(Sugerencia: Recordar que, si f es un proyector, V = Nu(f) @ Im(f).)

Ejercicio 13. Sea f : IR? — IR? definida por

3



f(:L‘l,:L‘Q,LIZS) = (:L‘l + xo — I3, 2.:171 - 3.%2 + 2.:173, 3.$1 - 2.:172 + 5133).

i) Determinar bases B y B’ de IR? tales que

\flep =

O O =
O = O
o O O

ii) Si A es la matriz de f en la base canénica, encontrar matrices inversibles C'y D tales
que

C.A.D =

S O =

0
1
0

o O O

Ejercicio 14. Calcular el rango de las siguientes matrices:

3 -1 0 1 2

. 0031 -1 0 4 -1 0
i)A=10 1 1 0 i) A= s 1 1 0 1
Lo7o 2 0 0 3 1



