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Practica N°9. Automorfismos y Teorema de la aplicacién conforme

Sea f : B(0,1) — B(0,1) holomorfa. Probar que si existen dos ndmeros complejos
distintos a y b tales que f(a) =ay f(b) = b, entonces f(z) = z para todo z en B(0,1).

Sugerencia: Considerar la funcién

o(2) = % con h(z) = f(lzj;)

y usar el Lema de Schwarz.

Sean f,g: B(0,1) — B(0,1) holomorfas y biyectivas. Probar que si f y g coinciden en
dos puntos distintos de B(0, 1), entonces f(z) = g(z) para todo z en B(0, 1).

Hallar todas las funciones holomorfas f : B(0,1) — B(1,4) que verifican simultaneamente

f0)=3y f(z) =1

Sea f : B(0,1) — B(0, 1) holomorfa tal que f(0) =0y |f'(0)] = 1. Probar que existe
A € C con |\ =1 tal que f(z) = Az para todo z en B(0,1).

Hallar todas las funciones holomorfas f : B(0,1) — B(0, 2) que verifican simultaneamente

f(0)=1y f'(0)=3.

(a) Sea f un automorfismo de B(0, 1) tal que f(0) = 0. Probar que existe § € R tal que
f(z) = €?z para todo z en B(0,1).

(b) Probar que f : B(0,1) — B(0,1) es automorfismo si y sélo si existen § € Ry
a € B(0,1) tales que para todo z en B(0,1),

R

f(z) =

az—1

(a) Sea PP el semiplano superior (también llamado el semiplano de Poincaré). Es decir,
P = {Im(z) > 0}. Probar que f: P — P es automorfismo si y sélo si existen a, b, ¢
y d € R con ad — bc > 0 tales que para todo z en P,

az+b

fz) = cz+d

(b) ;Cuadles son los automorfismos del semiplano inferior?
Caracterizar todos los automorfismos de L = {Im(z) > 0, Re(z) > 0}.

Sean a,b € R tales que a — b sea un multiplo racional de w. Dar explicitamente un
biholomorfismo ¢ que mande el conjunto {z € C: a < Arg(z) < b} en el disco unidad.

Caracterizar todos los automorfismos de C = CU {o0}. (Sugerencia: recordar el ejercicio
12 de la practica 7.)



11. Sean ) un abierto simplemente conexo del plano, f y g dos automorfismos de Q y a y
b dos puntos distintos de Q. Si f(a) = g(a) y f(b) = g(b), probar que f(z) = g(z) para
todo z en (2.

12. Caracterizar todos los automorfismos de C* = C\ {0}. (Sugerencia: estudiar el desarrollo
de Laurent en 0 de un tal automorfismo.)



