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Practica N°3. Integracion.

1. Calcular

i) f7 Zdz para v : [0, 27r] — C dada por y(t) = €™,

ii) f7 |2|?2dz para la siguiente curva ~:

0 1
 — -

2. Sea 7 : [a,b] — C una curva. Denotamos por —v : [a,b] — C a la curva dada por
—v(t) =v(a+b—t). Probar que

/_7 f(z)dz = —[/f(z)dz.

3. Sean a,be C,a#0yseaT :C — C, T(z) = az + b. Dadas una curva vy zy € v,

probar que
/ dz B / dz
1oy 2 — T(20) L Z— 2

4. Sea 7y la curva:

Demostrar que

‘/sen(z)dz‘ §7r1+6.
v

22 2
5. Sea 7, : [0,7] — C dada por 7,(t) = re. Probar que lim Cdz=o.

r—-+oo e z

6. Sea vy como en el ejercicio 4. Calcular f7 cos(z) dz.

7. Sean r € Ry, 29,21 € C tales que |21 — 29| # 7y v : [0,27] — C dada por
Y(t) = zo + re'.

i) Calcular fv(z — 21)"dz si n es un entero distinto de -1.

= 2mi.

ii) Probar que si |21 — 29| < r, entonces |
Tz—2



8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

dz

Z— 2

=0.

iii) Probar que si |21 — zo| > r, entonces [

Sea ) C C un abierto y f,, f : Q —> C Demostrar que si f, ﬂiﬁf en una curva
VCQentoncesf fulz dz—>f f(z

e* ) -
Evaluar / —dz siendo v cada una de las siguientes curvas:
z

2 BN G

Encontrar todos los posibles valores de

simple cerrada que no pasa por =i.

2 2
Sea 7 la curva cuya imagen es la elipse — + L parametrizada por y(t) =

b2
acost+ibsent con 0 <t <2m.
d 2 dt 2
Calcular / & y deducir que / n
v % 0

a2 cos?t + b2sen?t  ab’

Sea v una curva cerrada y w € C tal que w ¢ 7. Denotamos por n(y,w) al indice
de la curva 7 con respecto a w. Probar:

i) n(y,w) = —n(—v,w) donde —~ se define como en el ejercicio 2.
ii) n(y,w) =0 para todo w & {z: |z| < max|y|}.
iii) n(v,w) es continua.
iv) n(v,w) es constante como funcién de w en cada componente conexa de C \ 7.

Sean v : [a,b] — C una curva diferenciable a trozos y 2 C C un abierto. Sea
¢ v x Q — C una funcién continua y g : Q — C definida por g(z) = fw o(w, z)dw.

Probar que:

(a) g es continua.

(b) Si para todo w € 7, la funcién p(w,—) : @ — C es holomorfa y ademés
2
0z

w, z) resulta continua en w y z, entonces g es holomorfa y

g'(z) :/g—f(w,z) dw.

(a) Sean 7 : [a,b] — C una curva diferenciable a trozos y f : vy — C una funcién
continua.
f(w)

Definimos ¢ : v x (C\ 7) — C por p(w,z) = —= y g: C\~v — C por
w—z
g(z) = f7 o(w, z)dw. Probar que g es holomorfa y

M () = n f(w) w
g™ (2) !/7—(w—z)”+1d'

2



(b) Deducir que si v es cerrada y f es holomorfa, entonces se tiene que

(M) (5) — n! f(w) w
16 = gy ), e g

15. Calcular:

i) / ¢ dz, = :[0,27] — C dada por v(t) = 4e”,
z
y

ii) / . j_ 1dz, 7y :[0,27] — C dada por y(t) = 1 +e* (k€ Z),
Y

iii) /gdz, 7y : [0,27] — C dada por ~(t) = €”,
z
o

log(1 9
iv) /‘Og(—j: Z)dZ, v :10,27] — C dada por v(t) = ge”,
Y

(2 —3)°
cos(mz 2
v) /%d v:[0,27] = C dada por y(t) = 1+ ¢ (k € 2).

16. Sea 2 C C un abierto y f,, f : Q — C tales que f, Ao f en K para todo compacto
K de Q (notar que f, puede no tender uniformemente a f en Q). Probar que si f,

unif

es holomorfa en €2 para todo n € N, entonces f es holomorfa en Qy f/ — " en K

para cada compacto K de €.

¢ Vale el mismo resultado para funciones de variable real (cambiando holomorfa por

derivable)?

400
17. Probar que f(z) = / e~ dt es una funcién holomorfa en Re(z) > 0.
0

18. Probar que si f(z) es continua en el disco cerrado |z| < r y holomorfa en el disco

abierto |z| < r, se tiene

=g [ I

= . dw
271

ful=r W = 2

para todo |z| < r.



