Analisis Complejo — 1°* Cuatrimestre de 2017

Soluciones al Segundo Parcial

1. Sea f: B(0,r) — C continua y holomorfa en B(0,r), y tomemos puntos dis-
tintos zi,...,2, € B(0,1). Si Q(2) = (z—z1) --- (2 — z,,), pruebe que

zEB(O,r)-—»P(z):L Q) - Q(2) f(f)dfec:

2711 Jag, (0) {-z Q)

define un polinomio de grado n —1 que coincide con f en {zi,...,z,}.

1. Dado z € B(0, r) consideremos la funcion

Q) - Q(2) f(s)

2z Qo "

§€B(0,1r)— g:(¢) =

y escribamos Z al conjunto {z1,...,z,}. Si z ¢ Z, entonces g, tiene una sin-
gularidad evitable en z, y que sus tnicas posibles singularidades estan

en Z, donde
Q(z)) - Q(2) f(z)

Res(gz,z;) =

zi—z  Q'(z)
para cada i €{1,...,n}. Mdas atn, la férmula a la derecha es valida si z€ Z
f©)

pasando al limite, pues en tal caso g:(¢) = & y la férmula de Cauchy
prueba que P(z) = f(z). También es valida si f(z;) =0, pues en ese caso g,
es holomorfa en z; y su residuo en ese punto es cero. El teorema de los

residuos asegura entonces que

n N ,
P(z) = Z Q(z) - Q(2) f(zz)
i=1

zi—z  Q'(z)’

y la expresion a la derecha es una combinacién lineal de polinomios de

grado n—1, asi es un polinomio de grado n—1 a menos que f se anule

idénticamente en {z1,...,z,}, como queriamos probar.

2 dé 2np
2. Prueb 1 - '
ruebe que para p > 1 es f() (p N COSf)z (pz _ 1)3/2



2. Siguiendo el Ejercicio 36 de la Guia 7, obtenemos la funcién racional

4z

R(z)= (z2+2pz+1)2

que tiene polos dobles en z; = —p++/p? -1y 2o =—p—/p?>—1y cumple

que
1 2 dé‘
?/aER(Z)dz_fo (p+cosé)?’

Como z12; =1y como |z2| = p++/p?—1>1, pues p > 1, deducimos que
z1 € E es el tinico polo de R en el disco unidad. Ademas, el residuo en este

punto es

22+ 27 p

ltm 2 ((z-z1)*R(2)) = -4 =
z—~z1dz ! (z1-223  (p2-1)3/2

Por el Teorema de los Residuos, obtenemos entonces que

fz” dé _ 2mp
0 (p+coséd)?  (p2-—1)3/2

como querfamos.

Otra forma de resolver el ejercicio es la siguiente.

2. Consideremos la integral

2w d
I(P) :f —5
0

p+cosé’

Siguiendo, otra vez, el Ejercicio 36 de la Guia 7, obtenemos la funcién

racional
2

S(2)= ————
(2) zZ2+2pz+1

que tiene un polo simple en z; y

RCS(S, Zl) = Zli_I)I;](Z-ZﬂS(Z) = m

Un razonamiento andlogo al anterior prueba que

27

I(P)ZW.

La integral del ejercicio se obtiene calculando —I'(p). El beneficio de tomar
este camino es que el cdlculo del residuo de S en z; es un poco mds simple.




(1) Sea f una funcién holomorfa en un entorno de E y supongamos que

f(E) <E. Entonces f tiene exactamente un punto fijo en E.

(1) Determine el ntiimero de raices de z8 +3z7 +62z?+1 enel anillo 1 < |z| < 2.

(1) Por hipétesis, si |z| = 1 entonces |f(z)| <1 = |z], y luego el teorema
de Rouché asegura que f(z) —z y —z tienen el mismo niimero de
ceros en E. Dado que —z tiene exactamente un cero en E, lo mismo
es cierto para f(z) -z, que prueba que f tiene exactamente un punto
fijo en E.

(1) Si|z| =2 entonces |3z7| =384 > 256+24+1 > |28 +62% +1|, asi el teore-
ma de Rouché prueba que p(z) = z8+3z" + 6z +1 tiene el mismo nu-
mero de raices que 3z’ en 2E contadas con multiplicidadd, es decir,
7. Andlogamente, si |z| = 1 entonces [6z%| =6>1+3+1> [z +3z7 +1|,
que prueba que p(z) tiene 2 raices en E contadas con multiplicidad.
Finalmente, la tltima desigualdad que probamos implica, en parti-
cular, que p no tiene raices en 0, asi que tiene 5 raices en el anillo

del enunciado, como queriamos probar.

4. Sea Z una familia en @ (E), y supongamos que existe una sucesién de cons-
tantes positivas (M;) xen tal que
» limsup M}/ " <1
n—oo

» si f=Y,>0a,2" €F entonces |a,| < M, para cada neN.

Pruebe que & es una familia normal.

4. Por el teorema de Montel es suficiente verificar que la familia & es lo-
camente acotada, y para esto es suficiente, a su vez, ver que estd acotada
en el compacto K, = B,(0) para cada r € (0,1). A este fin, tomemos f € F y
z € K, y notemos que por hipétesis y nuestra eleccién de z,

If@]=|) anz"

n=0

<) Mpur'™:= M.

n=0

Pero como limsup,,_., ML/ "r < r <1 resulta que M(r) < oo, y luego que
|flk, < M(r) para cada f € &#. Esto prueba que % es localmente acotada,

y luego normal, como querfamos.




5.Sea f:E — E holomorfa tal que f(0) = 0. Pruebe que el producto infinito

gz):=[]a-f"

n=1

define una funcién holomorfa en E que no tiene ceros en dicha region.

5. Dado que f(0) = 0, podemos escribir f(z) = zh(z) donde h es holomorfa
en E. En particular, | h|p,,, es finito. Sea f,,(z) = f(z") para cada n € Ny vea-
mos que la serie },,~¢ f, converge normalmente en E: esto prueba que el
producto del enunciado converge uniformemente sobre compactos de Ey
define entonces una funcién holomorfa sobre el disco unidad y, ademas,

que el conjunto de raices de g es
{z€eE:1- f,(2) =0 para algtn n € N}.

Dado que f(z") € E siempre que z € E, este tltimo conjunto es vacio, y
deducimos que g no tiene ceros en E. Para hacer lo primero, tomemos
r € (0,1) y K, como en el ejercicio anterior, y n, € Ny tal que r” < 1/2 si

n > n,. Podemos hacer la estimacion

Y 1f @Mk, <Ihlp, Y r"<oo

n>n, n>n,

que prueba lo que queriamos.

Otra forma de resolver el ejercicio es la siguiente.

5.Dado que f(0) =0y que f:E—E, el lema de Schwarz asegura que
|f(2)| < |z| para cada z € E. De esto deducimos que | f(z")| < |z|" para cada
neNy cada z € E, por lo que, con la misma notaciéon anterior, para cada

r € (0,1) tenemos la estimacién

1
Y If(ZMk <) r'"=——<oo.

n=0 n=0 1-r

Nuevamente, esto prueba que el producto del enunciado converge unifor-
memente sobre compactos de E y define entonces una funcién holomorfa
sobre el disco unidad y, ademas, que el conjunto de raices de g es

{zeE:1- f,(2) =0 para algin neNj},

el conjunto vacio.




