Anélisis Complejo — 1* Cuatrimestre de 2017

Soluciones al Recuperatorio del Primer Parcial

1. Sea f:C — C entera y supongamos que R(f)? — 3(f)? = 1. Pruebe que f es

constante.

1. Notemos que la hip6tesis sobre f dice que R(f?) = 1. Si consideramos
la funcién entera g = exp(f?) resulta que |g| = expR(f?) es constante, y
luego g es ella misma constante por el teorema de Liouville. Esto implica
que f? toma valores en un conjunto discreto de C y, dado que es continua,
esto implica que es constante, y luego f misma es constante por el mismo

argumento, como queriamos ver.

Otra forma de resolver el ejercicio es la siguiente.

1. Comencemos por notar que como f2 tiene parte real 1, f es nunca nula.

2

Escribamos f = u+iv asi u? — v* = 1. Si derivamos esto respecto de x y

respecto de y obtenemos que

UUy+ V0V, =0 Uy —vuy =0

Uiy +vvy =0 Uiy +vuy =0

donde las ecuaciones de la derecha se obtienen de las de la izquierda
usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann para f. Podemos escribir es-
to en la forma A(uy, uy)' = 0 donde A = (¥ 7/). Dado que la matriz a la
izquierda tiene determinante |f 2, que es nunca nulo, deducimos que
uy = uy = 0. Por simetria, resulta que vy = vy =0, y esto prueba que f
es constante.

Una tercera forma de resolver el ejercicio es la siguiente.

1. Otra vez, f es nunca nula. Ademas |f|* = R(f)? = 1 por hipétesis. Es-
to dice que la funcién entera 1/f2 es acotada, y el teorema de Liouville
prueba que f? es constante, asi f toma valores en un conjunto discreto y,
como es una funcién continua, es también constante, como queriamos.




2. Pruebe que no existe ninguna funcién entera f : C — C tal que f(n™!) =
exp(—n) para todo neN.

2. Supongamos, por el absurdo, que existe tal funcién entera, y sea f(z) =
Y ns0anz" su desarrollo en serie de Taylor en torno al origen. Vamos a
probar que a, =0 para todo n € Ny, que es evidentemente incompatible

LeconneN. A

con el hecho que f es no nula en los puntos de la forma n~
este fin, notemos que f(0) = 0 = ay por continuidad. Supongamos ahora
que n =1y que probamos que para k € {0,...,n — 1} vale que P =o,

Veamos que f(0) = 0. Para hacer esto, notemos que

im L2 —

z—0 2z n

y que por hipétesis podemos calcular el limite de la izquierda como
lim k" f(k™Y) = lim ke * =0.
k—o0 k—o0

Esto da lo que querfamos.

3. Sea E el disco unidad y supongamos que f : E — C es holomorfa en E. Pruebe

que o bien f tiene un cero en E, o existe una sucesion (z,)en en [ tal que
s lim |z, =1y
n—oo

= limsup|f(z,)| < oo.
n—oo

3. Supongamos que f no se anula sobre E, y construyamos una sucesién
que cumple lo pedido. Para esto, sea g = 1/ f, que también es holomorfa
sobre E, y definamos, para cada n € N el conjunto B, = 0B;-1/, Y tomemos

zn € By, con la propiedad que
$n = 18(2x)| = max|g(w)|.
weB,

El teorema del médulo maximo asegura que la sucesion (s,)qen €5 cre-
ciente, y en particular que |f(z,)| <|f(z1)| =1f(0)| para cada n € N. Resulta
que la sucesion (z,) nen cumple lo pedido.

Notemos que la sucesion (| f(z,) ) nen que construimos en la solucién anterior,
ademas de ser acotada, es convergente.
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4. Determine el radio de convergencia de la serie ¥, %- y analice su compor-
tamiento en el borde del disco de convergencia.

4. Tenemos que
11!

n

lim =1.
n—o0

n+1
El criterio de D’Alambert asegura entonces que la serie converge si |z| < 1
y diverge si |z| > 1, esto es, que su radio de convergencia es 1. Es claro
que la serie diverge si z = 1. Veamos que converge en todo punto de 6E

distinto del 1. Para un tal z, podemos hacer la estimacién

N ‘ 1-2zN 2
Y 2" = < .
n=1 1-z |1_Z|

Como (n1) yeny €s una sucesién de ntimeros positivos y decrecientes que
tiende a cero y como verificamos que las sumas parciales Sy(z) = ¥V, 2"
estdn acotadas, el criterio de Dirichlet asegura que la serie converge en z.

Concluimos que la serie convergen en todo punto de E salvo en el 1.

5.Sea f:E— C holomorfa y supongamos que tiene un desarrollo en serie de
Taylor f(z) = ¥ ;>0 anz". Pruebe que

» La serie g(z) = Y50 an2"/n! converge absolutamente en todo punto de

C, y define alli una funcién entera.

» Existen un constantes p,u = 0 tal que |g(2)| < e Il para todo ze C.

5. Las desigualdades de Cauchy dicen que para todo n € Ny tenemos que
lan| <|flop,,2~". Esto implica que si z € C entonces

Y lanllzl®Int<|flag,, Y |1z/21"/n!=|flsp,, exp(zl/2),

n=0 n=0
que prueba que la serie g converge absolutamente en todo C. Dado que
las series de potencias son holomorfas en su disco de convergencia, esto
prueba que g define una funcién holomorfa en todo C, y la cota que aca-
bamos de encontrar prueba la validez del segundo item con p = |flsp,,, ¥
p=1/2.

Notemos que en el ejercicio anterior podemos tomar p = r y u = |flsp, para
cualquier r € (0,1).



