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1. El espacio €({2)

I. Convergencia local uniforme

Fijemos una regién Q en C. Presentamos ahora, sin mas, una de las
dos nociones de convergencia en 6({2) que seran centrales en todo el
capitulo.

Una sucesion de funciones (f,) en €(Q2) converge de forma local-
mente uniforme en () si todo punto z € 2 admite un entorno U donde la
sucesion de restricciones (f,|y) converge uniformemente. Notemos que
si (f,) converge de forma localmente uniforme en (2, define una funcién
f :QQ — Cy, en vista de la convergencia uniforme, esta funcién pertenece
también a Q.

Notemos, también, que la condicién implica que (f5,) converge unifor-
memente en una familia de discos abiertos que cubren a Q, y luego para
todo compacto K de (2, la sucesién de restricciones (f;,|x) converge uni-
formemente. Reciprocamente, dado que todo disco cerrado contiene un
disco abierto mas pequeino, si para todo compacto K de Q, la sucesion de
restricciones (f,|x) converge uniformemente, entonces (f,,) converge de

forma localmente uniforme en Q.

II. Convergencia y metrizabilidad

En lo que sigue, diremos que una sucesion converge en ¢((2) si lo
hace de forma localmente uniforme. Veamos ahora que esta nociéon de
convergencia es metrizable: existe una métrica d en € ((2) tal que una
sucesion (f5,) en €(Q2) converge de forma localmente uniforme si y sola-
mente si es una sucesion de Cauchy para d.

Para cada compacto K de 2, definimos la seminorma asociada a K
para cada f € (L),

Iflx = Igleé}{XIf(é)I.



El nombre seminorma se debe a que la asignacion
fe€Q)—IflkeR

verifica todas las propiedades de una norma salvo la condicién que |f|x =
0 implica que f es la funcién nula. Obtenemos asi una familia de semi-
normas A& ={|:|g : K € Q compacto}.

La condicion de convergencia local uniforme puede enunciarse ahora
en términos de la familia £ : una sucesién (f,) converge en €({2) si y
solamente si para todo compacto K en Q,

lim |f, - fmlk =0.

n,m—oo
Lema 1.1. Existe £y una subfamilia numerable de % tal que una suce-
sion (fy) converge en €(L2) si y solamente si para toda |- |g € A,

lim |f,—fmlg=0.

n,m—oo

Demostracién. En el Ejercicio 2.1 de estas notas construimos una fami-
lia numerable de compactos crecientes (£2,),en cuya union es Q. Sea £
la familia de seminormas asociada a tal conjunto de compactos. Si K es
un compacto arbitrario de €2, entonces existe n € N tal que K € Q,,: como
K es acotado y K n6Q = 0, podemos elegir n de modo que valga simult4-
neamente que d(0,K)<n y d(0Q,K)=n"1.

En particular, para todo compacto K en Q) existe n tal que |f|g <
|flq, para toda f € €(Q), y esto hace evidente que vale la afirmacién del

enunciado para nuestra elecciéon de %. <

Construimos ahora la métrica deseada. De hecho, definiremos una
pseudonorma en 6(£2) que induce la métrica correcta. Una pseudonorma
sobre €(L2) es una funcién p : €(2) — [0,00) que cumple que para f,g €
€ (Q):

1) p(Af) <p(f)silAl <1,

(2) limy—op(Af) =0,
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(3) p(f +8) < p(f)+p(g),
(4) p(f)=0siysodlosif=0.

Para cada n e Ny cada f en €(Q), sea |f|, =min(1,|f|q,) y definamos
I-llq : €(Q) — [0,00) de modo que

Ifla=Y Ifl.27".

neN

Dado que |f|, <1 para todo n, la serie anterior converge para cualquier
eleccion de f en €(Q2): la métrica deseada d : €(Q2) x €(Q2) — R es tal
que d(f,g) = If —glla para cada f,g € Q.

Proposicion 1.2. La funcion ||-|q es una pseudonorma en 6(L2), y una
sucesion (fy,) converge en €(Q) si y solamente es una sucesién de Cauchy

para la métrica inducida por |-|q.

Demostracién. Esta claro que ||-|| toma valores no negativos. Por otro la-
do, si [If]l = 0 entonces |f|q, = 0 para cada compacto €2, y, dado que su
union es Q, f =0 en (2, asi vale la propiedad (4). La validez de la de-
sigualdad triangular, esto es, la propiedad (3), se deduce inmediatamen-
te de su validez para cada una de las seminormas |f|,. La propiedad (2)
es minimamente mas delicada: dada f € €(Q2) y € > 0, podemos tomar N

tal que

Z 27" <¢

n>N

y a su vez tomar § >0 para que 6|f|y <1y

N k
SIfln ) 27" <e.
n=1

Esto implica que [|[Af|q < 2¢ si |A] < 6, y prueba que tal propiedad se
cumple, mientras que la propiedad (1) es evidente. Para ver que la mé-
trica inducida por esta pseudonorma es la correcta, es suficiente que no-
temos que si (f,,) es una sucesion en €(Q) y si || /|| — 0 cuando n — oo,
entonces para cada k € N es el caso que |f,|, — 0 cuando n — oco. Por el

Lema 1.1, (f;,) converge a 0 en 6({2), como queriamos ver. <
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Notemos que |:|o no es una norma vectorial. Por otro lado, para cada
v gen€(Q),escierto que [|[fgla<I|fla-lgla, por lo que la multipli-
cacion €(Q) x €(Q2) — ¥(Q) es continua y, con la métrica inducida por
esta pseudonorma, ¢(2) es un espacio métrico completo. En lo que si-
gue, siempre consideraremos %({2) munido de esta métrica. Parte de la
siguiente proposiciéon afirma que G(£2) es un subespacio cerrado de €(£2),

y luego es él mismo un espacio métrico completo.

Proposicion 1.3. Sea (f,) una sucesion en 0(2) que converge en € (L) a
f. Entonces f € O(QQ), y para cada k €N, la sucesion (f,(lk)) converge a (f*)

en O(Q). En particular, la funcién f € 0(Q)— f' € O(Q) es continua.

Demostracion. Sea (f,),en una sucesion en 0({2) y supongamos que con-
verge a f. Entonces f € €(Q)) y, por el Lema 3.5 en estas notas, para todo
triangulo T en (,
fdz= lim fndz=0,
oT oT

n=oo
en vista de que f;, es holomorfa para cada n € Ny el Teorema de Goursat.
Luego f tiene integral nula sobre todo triangulo contenido en Q, y es
holomorfa por el Teorema de Morera. La segunda afirmacion se sigue de
las estimaciones de Cauchy en compactos, que es el Teorema 2.1 de estas

notas. |

III. Independencia de la exhaucion

Hasta ahora construimos una métrica en 6(£2) usando una exhaus-
cion por compactos de 2 particular. Veamos que, aunque las métricas
que se obtienen de distintas exhauciones son en general distintas, los
abiertos que definen en 4 (2) no dependen de la exhaucién que elejimos.

Recordemos que £ es la familia de todas las seminormas en 4(Q)
asociadas a los compactos de 2. Para cada ¢ > 0, cada compacto K en
Q y cada f € CO, definimos U(f;K,e) = {g € €(Q) : |f — glg < €}. Este
conjunto es un abierto bdsico de €((2), y el conjunto %y = {U(f;K,¢):
K compacto de Q2 y € > 0} es una base de abiertos de €(Q2) en f.
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La siguiente proposicién dice que estos conjuntos, como su nombre lo
indica, son abiertos, y que todo abierto de 6({2) es una unién de conjun-
tos de esta forma: esto da el resultado que buscamos y explica el nombre

que le dimos a las colecciones de abiertos % para f € €((2).

Proposicion 1.4. Sea p una métrica definida en 6(Q2) usando una fa-
milia numerable de seminormas en 6(2) asociadas a una exhausion por

compactos de ). Entonces

» para cualquier eleccion de € > 0, de un compacto K de Q y de f €
€6 (Q), el conjunto U(f;K,¢) es abierto y,

= dado 6 >0y f € Q, existe un compacto K de Q y € >0 tal que
U(f;K,e) = Bs(f).

Luego, todo abierto de €(Q) es una union de abiertos de la forma U(f ,K ,€)
y, en particular, los abiertos de €(L2) no dependen de nuestra eleccion de

exhaucion por compactos de .

De forma mas breve, cualquier par de métricas obtenidas como en la

proposicion son topolégicamente equivalentes.

Demostracion. Por comodidad, hagamos la prueba para d y #£p: no hay
pérdida de generalidad en hacerlo en este caso.

Tomemos € > 0, K un compacto de Q y f € €(£2), y veamos que el
conjunto U(f;K,¢) es abierto. Existe N € N tal que K esta contenido en
Kn. Sea 6 =2 ¥ min(e,1) y tomemos g € Bs(f). Entonces en particular
|f —gln <min(e,1) y luego |f — glky < ¢. Dado que K < K, esto prueba
que g€ U(f;K,¢), y luego que este conjunto es abierto.

Reciprocamente, dado 6 > 0, podemos tomar N € N de forma que
Y asN 27" < 6/2. Para esta elecciéon de 6, podemos tomar € < 1 de forma

que si g € U(f;Kn,€) entonces

N N N
Y If—glh2 " <If —glgy D 27" <e ) 27" <6/2.
n=1 n=1 n=1



Deducimos que si g € U(f;K,¢) entonces ||f — glla < §, que prueba la
segunda parte de la proposicién. La ultima afirmacién de la misma es
ahora inmediata: resulta que todo disco abierto en ¥({2) es una unién de
abiertos de la forma U(f;K,¢), y luego que lo mismo es cierto para un

abierto arbitrario de €(Q2). Esto completa la demostracién. <

2. Familias de funciones

I. El teorema de Montel

Fijemos una familia de funciones en 0((2), esto es, un subconjunto
Z de 0(QQ). Para cada compacto K de 0(Q2) definimos |F | = SUpfeg Iflk.
La familia & es localmente acotada si para cada compacto K de QQ
tenemos que |F |k <oo, y es acotada si |F|q :=supsez |f |l < oo.

Notemos que la primera condicién es equivalente a la condiciéon que
para cada punto z € Q) exista un disco B centrado en z tal que |F|p < co.
Toda familia acotada es, evidentemente, localmente acotada, sin embar-
go, la familia de funciones {z,222,3z3,--} definida sobre E es localmen-
te acotada y no es acotada. Toda sucesion (f,),en de funciones en G(Q)
define una familia asociada {f, : n € N}, y esto nos permite hablar de
sucesiones localmente acotadas o acotadas.

Le recordamos al lector el siguiente teorema de Cesare Arzela (1847-
1912) y Giulio Ascoli (1843-1896), que da condiciones suficientes para

que una familia de funciones en ¢ ({2) sea precompacta.

Teorema 2.1 (de Arzela—Ascoli). Toda familia & en €(Q2) que es local-
mente acotada y localmente uniformemente equicontinua es precompacta.

Esto es, toda sucesion en & admite una subsucesiion convergente.

El siguiente teorema es nuestro primer resultado basico de precom-
pacidad en ©(£2), y es uno de los teoremas de Paul A. A. Montel (1876 —

1975) que estudiaremos.

Teorema 2.2 (de Montel para sucesiones). Toda sucesion localmente

acotada en O(Q)) admite una subsucesion convergente.
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Basamos su demostraciéon en una serie de lemas, el primero de ellos
es un resultado usual de diagonalizacién para familias de funciones pun-

tualmente acotadas, cuya demostraciéon omitimos.

Lema 2.3. Sea D un subconjunto numerable de Q). Toda sucesion de fun-
ciones puntualmente acotada en Q admite una subsucesion que converge

puntualmente en D.

Recordemos que & es localmente uniformemente equicontinua
si para cada c € Q) y cada € > 0 existe un disco B 3 ¢ en Q tal que para
toda f € & vale que w(f,B) = sup, ,,cp|f(2) - f(w)| < &. Llamamos a este

numero la oscilacion de f en B.

Lema 2.4. Toda familia localmente acotada en O(L2) es localmente uni-

formemente equicontinua.

Demostracion. Sea & una familia localmente acotada en 0(2), y tome-
mos € >0 y un punto ¢ € Q. Por hipétesis, existe un disco B, que podemos
asumir estd centrado en c, tal que |%|g < co. Sea B’ un disco concéntrico
a B con la mitad de su radio 2r, asi d(B’,0B) = r, y tomemos z,w € B'.

Por la formula de Cauchy, y la estimacién estandar, resulta que

|z —wl
21

2
f A dé|<|lz-w||ZF|g—.
0B r

IF@)- Fw)l < R

Esto implica que si f € & y s <r, entonces
(f,Bo(0) <|F|pdsr,

y basta que tomemos s = min(re(4|%|g)~1,r) para que w(f,Bs(c)) <e. <

Notemos que la familia {z +n : n € N} en O(E) es uniformemente equi-
continua, asi a fortiori locamente uniformemente equicontinua, pero no
es localmente acotada.

En este momento podriamos apelar al teorema de Arezela—Ascoli,
pues probamos que una familia de funciones holomorfas que es local-

mente acotada es también locamente uniformemente equicontinua. Para
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que la exposicion sea un poco mas autocontenida, y por ser interesante
en si mismo el siguiente lema, preferimos tomar el camino mas largo, en

el que daremos una demostracion del teorema de Arezela—Ascoli.

El dltimo lema que necesitamos nos da ain otra una condicién equi-
valente a la de la convergencia local uniforme de una sucesién de fun-
ciones. Una sucesion (f,) en €(Q2) converge continuamente en () si
para cada sucesion convergente (z,) en (Q, existe el limite 1im,, .o, fr(25).
Notemos que si tomamos para cada z € 2 la sucesion constante con valor
z, deducimos que toda familia que converge continuamente converge, en
particular, puntualmente, y luego queda definida una funcion f : QQ — C
por la receta f(z) =1lim,, ., /»(2) para cada z € Q.

De hecho, vale que f(z) = lim,, .o f»(z,) para toda sucesion (z,),en
en ) que tienda a z, como el lector puede verificar construyendo de cual-
quier par de tales sucesiones una sucesién que también converge a z y

tiene a las dos primeras como subsucesiones.

Lema 2.5. Una sucesion de funciones sobre () converge continuamente

en Q si y solamente si converge a una funcion en €(L2).

Demostracién. Sea (f,)ren una sucesion de funciones sobre Q2 y supon-
gamos, primero, que converge compactamente a una f € 6({2). Dada
una sucesion (z,) en  que converge a z € (), formemos el compacto
L ={z,z1,29,...}. Como f, converge de forma local uniforme a f, exis-
telim|f — £,z =0, y luego, en particular, lim, .., f(z,)—f»(z,) = 0. Como
f es continua, también es cierto que lim, ., f(z) — f(z,) = 0 y, juntan-
do estas dos afirmaciones, deducimos que f,(z,) converge a f(z), como
queriamos probar.

Reciprocamente, supongamos que (f,),en converge continuamente
en (. Ya vimos que en ese caso existe una funcion f : Q — C tal que
f» — f puntualmente. Veamos que [ es continua y que (f,),en cOnverge
a f en 6(Q). Para ver lo primero, supongamos que (z,),cn €S una suce-
sion en (2 que tiende a z € Q. Dado € > 0, podemos elegir una subsucesion

(g )heny de (fadnen tal que £, (24) — f(2)| < € para cada k €N, pues para



cada k fijo, f,(zz) — f(zp) cuando n — co. Podemos ahora estimar

1 @)= [ <|f(2) = [, 2R + 1 fn, (z1) — [ (2RI

Como la subsucesion (5, )ren también converge continuamente a f, de-
ducimos junto con lo anterior que f(z;) — f(z), que prueba que f es con-
tinua. Finalmente, veamos que (f,),en converge a f en €(Q2). Sino es el
caso, existe un compacto K de 2 de modo que |f, — f|x no tiende a cero
cuando n — 0o, y podemos encontrar un € > 0 y una sucesion (z,),en €n

K, que podemos asumir converge a algin punto z € K, de forma que
1fn(zn) = fzp)l = € (1)

para todo n € N. Sin embargo, como z,, — z y como f es continua, resulta
que f(z,)— f(z2)y, como (f,),en tiende a f continamente, es el caso que
fn(zn) — f(2), que implica que lim,, .o |/ (z,) — f(z,)| = 0, en contradic-

cién con (1). Esto concluye la demostracion del lema. <
Podemos dar ahora la

Demostracién del teorema de Montel para sucesiones. Tomemos una su-
cesion (f)nen €n O(L2) que es localmente acotada. Por el Lema 2.3 existe
una subsucesion (fy,)ren de (fr)nen que converge puntualmente en el
conjunto numerable y denso A de puntos con coordenadas racionales en
). Para alivianar la notacion, notemos g5 = f,, para cada & € N. Vea-
mos que la sucesion (g1)ren converge en 6(Q2). Para esto basta, por el
Lema 2.5, probar que converge continuamente en (.

Tomemos entonces una sucesion (zp)reny en Q que converge a z € (2, y
veamos que (g1(2%))ren converge. Como (g1)zen es localmente acotada, el
Lema 2.4 prueba que es localmente uniformemente equicontinua: dado
e>0yeste z €, existe un disco B con centro z tal que Var(gy,B) < € pa-
ra todo £ € N. Podemos tomar ahora un a € AnB, pues A es densoen (0, y
un N € N'tal que si 2 = N, entonces z;, € B, pues z;, — z € B. Como ademas

(gn(a)) converge, podemos asumir que N es tal que |g,(a)— gn(a) <€ si
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m,n = N. En esta situacion, resulta que |g,(z,) — gm(zn)| s alo sumo
|gn(zn) _gn(a)| + |gn(a) _gm(a)l + |gm(a) - gm(zm)| < 3¢

que prueba que (g (2%))ren converge, y completa la demostracion del teo-

rema. <

Diremos que una familia & en €(Q2) es normal si toda sucesion de &
admite una subsucesién convergente, es decir, si & es (secuencialmente)
precompacta en 6(2). Asi, tenemos ya demostrada una implicacién del

siguiente

Teorema 2.6 (de Montel para familias). Una familia en G(Q2) es normal

si y solamente si es localmente acotada.

Demostracion. Sea & una familia en 0((2), y supongamos primero que
es localmente acotada. Ciertamente toda sucesion de & tiene esta pro-
piedad, y luego por el teorema de Montel para sucesiones, admite una
subsucesion convergente en 6(£2), que ya sabemos tiene su limite en
0(Q). Reciprocamente, supongamos que % no es localmente acotada. Po-
demos encontrar entonces una sucesion de puntos (z,),en en un disco B
de Q y una sucesion (f,)nen en & tal que para todo n € N sea |f,(z,)| = n.
Podemos asumir, ademas, que z, converge a algun punto z € B. Resulta
entonces que ninguna subsucesion de (f,),en puede converger en €(£2),
pues en particular esto implicaria que alguna subsucesion de (f,,(z,))nen

converge, y esto es imposible. <

Veamos ahora que relacion hay entre las familias normales y la fa-
milia de derivadas de sus elementos. Dada una familia &, notamos por

' a esta segunda familia.

Teorema 2.7. Sea & una familia normal en O(X2). Entonces la familia
Z' también es normal. Por otro lado, si la familia &' es normal y si
F estd acotada en al menos un punto de (), entonces & es localmente

acotada, y luego normal.
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Demostracion. Supongamos primero que & es normal o, equivalente-
mente, que es localmente acotada, y veamos que & también es local-
mente acotada. Por las estimaciones de Cauchy sobre compactos, para
cada disco cerrado B contenido en Q existe un disco abierto B’ 2 B conte-
nido en 0 y una constante absoluta M que depende solo de Q, B’ y B, tal
que |f'|g < M|f|p para cada f € G(Q2), y luego en particular para cada
f € . Evidentemente, esto implica que %' es localmente acotada si &
lo es.

Reciprocamente, supongamos que %' es localmente acotada, y que
c € Q) es un punto donde F esta acotada, es decir, tal que sup;c g |f(c)l =:
|F |, < co. Fijemos un z € Q y tomemos un disco B 3 z contenido en Q y
un camino poligonal y, en Q2 de z a c. Para cada w € B, sea y,, el camino

de w a ¢ que se obtiene concatenando [z,w] y y,. De la igualdad

Fw)=Fle)+ f FlO)de

w

y la estimacion estandar deducimos que para cada w € B y cada f € &,
If )l < |F e +1F |k L(Yw),

donde K es el compacto BUy,. Como L(y,,) < L(y,)+r donde r es el radio

de B, deducimos que | % | < 0o, como queriamos. <

La hipétesis de que & esté acotada en al menos un punto es necesa-
ria: la familia de funciones constantes {n : n € N} en ©(C) no es localmente

acotada, sin embargo lo es, trivialmente, su familia de derivadas.

Los siguientes son ejemplos de familias normales; el lector debe pro-
bar que este es el caso para cada uno de ellos. ;Cuales de ellas son cerra-

das, y luego compactas?
(1) zeE—2z"€eC:neNj},
(2) zeC—n"lzeC:neN},

3) {fe0O():|f| <M} donde M > 0 es una constante fija,
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4) {f €eOQ):R(f)> 0},

(6) {zeE—nZ = €k:a€lk,neok}, la familia de automorfismos de [,

6) {f eO(E): If(”)(O)I < Mn! para todo n € N} donde M > 0 es una cons-
tante fija.

II. Otros teoremas clasicos

El siguiente criterio es ttil para probar que una sucesion de funcio-

nes en O({2) converge a otra.

Teorema 2.8 (Criterio de convergencia de Montel). Sea (f,,)nen Una su-
cesion localmente acotada en O(Q). Si existe [ € O(L2) tal que toda sub-
sucesion de (fn)nen que converge en 6(£2) converge a f, entonces (fn)nen

converge a f.

Demostracion. Supongamos que no. Existe entonces un compacto K en
2, un € > 0 y una subsucesion (f,,)ren de (fn)nen tal que, para todo 2 €N,
vale que |f — f,,| = €. Esta subsucesién también es localmente acotada, y
luego admite una subsucesion convergente que, por hipétesis, debe con-

verger a f en €({2), que contradice que |f — f,,| =€ paratodo keEN. «

Veamos como usarlo para demostrar el préximo teorema que proba-
ron independientemente Giuseppe Vitali (1875-1932) en [5] y M. B. Por-
ter en [2].

Teorema 2.9. Sea (f,)nen una sucesion localmente acotada en G(Q). Si
el conjunto A =1{z € Q :lim,,_ o, f»(2) existe} admite un punto de acumu-

lacion en Q, entonces (fy),en converge en O(Q).

Demostracion. Es suficiente que probemos, por el criterio de Montel, que
todas las subsucesiones convergentes de (f,,),en cOnvergen a una misma

funcién en 0(12), y esto es inmediato por el teorema de la identidad. <«

Lema 2.10. Sea B un disco con centro c y sea (f,)nen Una sucesion aco-

tada de funciones holomorfas en B. Son equivalentes
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(1) (fn)nen converge en O(B),

(2) Para todo k € N la sucesion de derivadas ( f,gk)(c))ne,\. converge.

Demostracién. Ya sabemos que si (f,)nen converge en @(B) lo mismo es
cierto para las sucesion de sus derivadas, asi (1) = (2). Para ver que
(2) = (1), notamos primero que podemos asumir que B es el disco uni-
dad, asi ¢ =0,y que sup,,cn |fn| < 1. Para cada n € N tenemos un desarro-

llo en serie de Taylor

fn(z) = Z ankzka

k=0
y por hipétesis, para cada n € N, existe a, :=1limp_ .o a,;. Las desigual-

dades de Cauchy aseguran que supy, , la,zl <1, asi sup lag| <1, y luego

f@)=)>a 2k
k=0
define una funcién holomorfa en E. Afirmamos que (f),en converge a
f. En efecto, tomemos 0 <r <1y sea € > 0. Existe N > 0 tal que (1 -

rorN <¢ y, COmo
N-1

lim Z Iank—anlrk =0,
n—.-oo k=0

podemos tomar N’ de forma que esta suma sea también menor a ¢ si

n > N'. Obtenemos entonces que sin > N',

rN

N-1
\f —fnlB, < ) Iank—anlrl"/+21 < 2.
k=0

-r

Como todo compacto de [E esta en algtun disco B, con 0 < r < 1, esto prueba

lo que queriamos. <

Es esencial asumir que la sucesién es acotada en el teorema anterior:
la sucesion en O(E) con término general f,(z) = (nz)" no converge pun-
tualmente en ningin punto de [E, sin embargo para cada k& € N vale que

,(Lk )(0) — 0 cuando n — co. Estamos en condiciones de probar el siguiente
teorema de Vitali, que enunciamos —como en [4]— en una forma cuya

similaridad al teorema de la identidad es obvia.
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Teorema 2.11 (de Vitali). Sea (f,,)nen una sucesion localmente acotada

en O(Q). Son equivalentes
(1) (fn)nen converge en O(X2).

(2) Existe un punto c € Q tal que para todo k € N la sucesion de deriva-

das (f,(lk)(c))neN converge.

(3) El conjunto A ={z € Q : lim, _, [»(2) existe} admite un punto de

acumulacion en Q.

Demostracion. Ya observamos que (1) = (2). Por otro lado, (2) = (3),
pues si tomamos un disco B contenido en Q en torno ¢ donde (f,)xen
es acotada, el Lema 2.10 prueba que B € A. Finalmente, ya vimos que

(3) = (1) en el Teorema 2.9. <

Vale notar que los teoremas de Montel y de Vitali son equivalentes:
ya vimos que el de Montel implica el de Vitali. Reciprocamente, vimos
que toda sucesion de funciones holomorfas localmente acotada en Q2 con-
verge puntualmente sobre un conjunto denso de Q. El teorema de Vitali
asegura entonces que esta sucesion converge en O({2) (y podemos dar
una demostracion del teorema de Vitali que no use el teorema de Mon-
tel!).

Teorema 2.12 (de Hurwitz). Sea (f,),en Una sucesion convergente en
0(Q) a una funcion f : QQ — C no constante. Si f(c) =0 para un c € £,
entonces existe un disco B en Q) centrado en c y un indice N € N tal que
para todo n € N>y, el niimero de ceros de [ en B es igual al niimero de

ceros de [, en B.

Demostracion. Existe un disco B’ en () centrado en c tal que f no se
anula en B’ ~ ¢ pues f no es constante. Sea B C B’ un disco con centro
cy sea m, > 0 tal que |f| = m. sobre 0B. Existe N tal que si n € N>y

entonces

If — fnloB <m« <IfloB
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en virtud de la convergencia local uniforme de (f,),en a f. El teorema de
Rouché asegura ahora que si n € N>y entonces f, y f tienen el mismo

numero de ceros en el interior de B. <

Corolario 2.13. El limite de una sucesion de funciones nunca nulas en

O(Q) es o bien una funcién idénticamente nula o bien nunca nula.

Demostracién. Supongamos que f no es idénticamente nula y es el li-
mite de (f,)nen €n O(Q). Si f es constante, no hay nada que probar, asi
podemos asumir que f no es constante. En este caso, el teorema de Hur-
witz asegura que si f tiene un cero en algun c € 2, lo mismo es cierto

para casi todas las funciones en (f,),en, que es imposible. <

Corolario 2.14. El limite de una sucesién de funciones inyectivas (resp.
localmente biholomorfas) en G(Q) es o bien constante o bien una funcién

inyectiva (resp. localmente biholomorfa).

Demostracién. Supongamos primero que (f,),en €S una sucesion de fun-
ciones inyectivas que converge a una funcion f no constante, y tomemos
un punto ¢ € Q. Entonces las funciones de la sucesion (f;, — f(¢))nen sON
nunca nulas en 2~ ¢ y esa sucesion converge a f — f(c), que no es nunca
nula pues f no es constante. Por el corolario anterior, f — f(c) es nunca
nula en Q~ c. Dado que tomamos ¢ € 2 un punto arbitrario, esto prueba
que f es también inyectiva.

Supongamos ahora que (f,),en €s una sucesion de funciones local-
mente biholomorfas que converge, como antes, a una funcién no cons-
tante f. En este caso la sucesion de derivadas (f,,),en converge a [/, y
cada uno de sus términos es nunca nulo por ser f, localmente biholo-
morfa para cada n € N. Como f no es constante, f’ no es idénticamente
nula, y luego el corolario anterior asegura que f’ es, de hecho, nunca

nula, asi f es localmente biholomorfa, como queriamos probar. <

Teorema 2.15 (de inyeccion de Hurwitz). Sea (fy,),en una sucesion de
funciones en O(L)) que converge a una funcién no constante f, y supon-

gamos que existe Q' < C tal que para todo n € N, f,(Q) c Q. Entonces
f@QcQ.
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Demostracién. Tomemos ¢ ¢ Q'. Por hipétesis las funciones de la suce-
sién (f, — ¢)nen Son nunca nulas en Q. Como f — ¢ no es idénticamente
nula, pues f no es constante, deducimos que es nunca nula, asi resulta
que c ¢ f(Q). Dado que elejimos a ¢ ¢ Q' de forma arbitraria, esto prueba

que f(Q) <, que es lo que queriamos. <

3. Una aplicaciéon del teorema de Vitali

Usaremos ahora el teorema de Vitali para probar un resultado gene-

ral sobre intercambio de integracion y diferenciacion.

Proposicion 3.1 (Intercambio de integracién y diferenciacion). Sea Q2
una region en C, yun lazoen Q, y f : vy x Q — C una funcion localmente
acotada. Supongamos, ademds, que para cada ¢ € y la funcion tal que
z€Q— f(&,2) € C es holomorfa y que las integrales f}, f(&,2)d¢ existen

para cada z € Q. Entonces:

» la funcién F : Q) — C tal que F(z) = f f(&,2)dE es holomorfa en €,
Y

0
» para cada z € () existe la integral f a—f(cf,z)dcf ¥,
z

Y

0
» para cada z€ ), es F'(z) = f —f(f,z)df.
y 02

Demostracion. Tomemos un disco compacto B tal que |f|,xp < co. Defi-
namos g :[0,1] x Q — C tal que g(¢,2) = f(y(¢),2)y'(¢), y formemos una

sucesion (g,),en de sumas de Riemann

gn(2) = Zg(tn,k,z)Ask,n

para fy f(z,6€)d¢. Cada funcién de la sucesion (g,),en, que tiende pun-
tualmente a F, es holomorfa por hipétesis. Ademas, para cada n € N
tenemos que |g,|B < |f|yxB|Y,|I~ Asi (gn)nen es localmente acotada y por
el teorema de Vitali converge uniformemente a F' en B. Esto prueba que

F es holomorfa. Adema4s, la sucesién de derivadas (g/,),en consiste de
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sumas de Riemann para fy %(Z,f)df , Y sabemos que converge unifor-
memente sobre B a F’ por las estimaciones de Cauchy. Esto concluye la

demostracion de esta proposicion. <

I. La funcion Gamma de Euler

Del analisis elemental tenemos una funcién I'": (0,00) — R tal que
o0
I'(s) :f ule " du,
0

para cada s > 0. Ademas, vale que I'(1) =1y que sI'(s) =I'(s+1) para cada
s> 0. En particular, I'(n + 1) = n! para cada n € Ny. El siguiente teorema
debido a los matematicos daneses Harald Bohr and Johannes Mollerup,

que no probaremos, caracteriza a esta funcion:

Teorema 3.2 (de Bohr—Mollerup). La funcién I : (0,00) — R queda uni-

vocamene determinada por las condiciones:
» (D=1,
m sI'(s)=T(s+1)sis>0y,
= logl es convexa.

Veamos como aplicar la Proposicion 3.1 para extender la funciéon I
a una funcién holomorfa en el semiplano H, = {z € C: Rz > 0}, que a
su vez extenderemos a una funcién meromorfa en C con polos simples

exactamente en los enteros no positivos.

Teorema 3.3. Para cada z € H; la integral impropia
o0
F(z):f w e %du,
0

existe y la funcion I : H, — C asi definida es holomorfa. Ademds, para

cada z € Hy, vale que I'(z+ 1) = zI'(z) y que
(e.0)
I'(z) :f u?le*logudu.
0
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Demostracion. Por la Proposiciéon 3.1, si tomamos s, t € (0,00), la funcion

t
for(2)= f u*le*ldu,
S
es holomorfa en todo C. Ademas, la familia de funciones
{fs,t:0<s<t<oo}

es localmente acotada en H,: en cada franja F ={z€C:0<a <Rz < b},

una estimacién estandar asegura que

1 0
|fstlF Sf ua_le_udu+f ub-le 4 dy.
0 1

Como para cualquier par de sucesiones (€,),en, (Rp)ren en (0,00) que
convergen a 0 e oo respectivamente, la sucesién (f;, r,)nen cONverge pun-
tualmente sobre (0,00) a I', el teorema de Vitali asegura que esta suce-
sion converge en O(H.) a I'. Esto prueba, por un lado, que I" es holomorfa
y, por otro, que la derivada I"” puede calcularse como lo afirma el enun-
ciado: podemos aplicar la Proposicion 3.1 a cada elemento de la sucesién
(fe, R, nen. La validez de la ecuacién zI'(z) =I'(z + 1) para z € H, se de-

duce de su validez en (0,00) y el teorema de la identidad. <

Corolario 3.4. Para cada n € Ny, la funcion

I'(z+n)

2z+1)---(z+n-1) €C

I',:ze{zeC:Rz>-n}—

es meromorfa con polos simples en los enteros 0,—1,...,—n+ 1, y coincide
con la funcién T en H,. Asi, existe una funcion meromorfa I' : C — C con

Pr=7¢g tal que
s [(1)=1,
= T(2)=[Pu*le“dusizeH, y

» 2['(2) =T(z+1) para todo z ¢ Z <.
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Demostracion. Sea n € N. Como ['(z) esta definida para Rz > 0, la funcién
del enunciado esta definida para Rz > —n, y la ecuaciéon funcional de I
prueba que coincide con I'(z) si Rz > 0. Esta funcién es meromorfa y tiene
polos simples en los enteros 0,—1,...,—n +1, pues I no se anula sobre N,
y estos son todos ellos, pues I' es holomorfa en H.. Finalmente, del teo-
rema de la identidad deducimos que tenemos bien definida una funcién

meromorfa I': C — C con Pr = Z<( con las propiedades deseadas. <

II. Formula de reflexion

Para continuar el estudio de la funcién I', consideramos otra funcién

especial, la funcion Beta. Definimos B : (0,00)2 — R tal que
1
B(s,t) :f w1 -w)'du.
0

Un argumento completamente analogo al que hicimos para la funcién

I' prueba la primera parte del siguiente resultado.

Proposicion 3.5. La funcion B:H, xH; — C tal que
1
B(z,w)= [ l1-w¥ tdu
0
para z,w € H, es holomorfa. Ademds, vale que
I'(z +w)B(z,w) =T (w)

para cada z,w € Hy.

Demostracién. Como dijimos, la primera parte se deduce de un argu-

mento analogo al que ya hicimos. Para ver la segunda parte, veamos que
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la igualdad vale para s,t € (0,00). En este caso,
I'(s)I'(t) = f f Wi e V' dudu
o Jo
oo prl
:f f ut+8—lvs—1(1_v)t—le—udvdu
o Jo
=I'(s+¢)B(s,?),
donde en el segundo paso usamos el cambio de coordenadas
(u,v)e(0,00)x(0,1)— T(u,v) = (uv,u(l—"wv)).

Esto prueba la ecuacién deseada en el caso real, y usando el teorema de

la identidad deducimos que vale para cada z,w € H,. <
Usando esto podemos probar la siguiente formula de reflexion.

Teorema 3.6 (Féormula de reflexién). Para todo z € C~ Z, vale que

I'eIrd-z)=

sinrnz

Demostracion. Por el teorema de la identidad, basta con que lo probemos

si s€(0,1). En tal caso 1-s€(0,1) y por la Proposicién 3.5, tenemos que

1

(e

F(S)F(I—S)=B(s,1—s):f
0o \1—u

u

El cambio de variables = eY transforma a esta integral en

—Uu

o0 eUS
j dv
—oo 1+ €Y

Veamos que tiene el valor buscado usando el Teorema de los Residuos. La
Ly4

funcién meromorfa f(z) = 1 tiene un polo simple en 7i con residuo

+e?

—e™. Dado R > 0, consideremos un rectdngulo con base en [-R,R] y
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altura 2mi, como en la figura.

2mi

Como e? tiene a 2mi como periodo, la contribucion de la base y el lado

opuesto a la integral de f sobre el rectangulo es
R els

(1 B e2m's) f_R 1+e? d

Por otro lado, las integrales sobre los dos lado restantes tienden a cero

U.

cuando R — oo por una simple estimacion y el hecho que 0 < s < 1. Lo

anterior junto con el Teorema de los Residuos ahora asegura que

o gUs 2mie™ T
v=-— 5 = = ,
—co 1+e? 1—e4™S  sin7ms
que es lo que queriamos probar. <

Podemos también calcular los residuos de I" en sus polos, y usando la

formula de reflexién, probar que no tiene ceros.

Proposicion 3.7. La funcion T es nunca nula y, para cada n € Ny, es
—1)
Res(I',—n) = (n—,)

Demostracién. La formula de reflexion prueba que I' es nunca nula: sa-
bemos que en los enteros positivos es no nula, y que en los enteros res-
tantes tiene polos, asi que basta ver que no se anula en los puntos res-
tantes. Pero si z no es entero, entonces n/sinnz # 0, y luego I'(z) # 0 por

la formula de reflexion. Para probar la afirmacién sobre los residuos en
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los polos, tomemos n € Ny. Calculamos

lim (z +n)T(z) = lim (z +n) [(z+n+1)
z—-n z——-n z(z+]_)...(z+n)
/ [(z+n+1)
= lim
z—-nz(z+1)---(z+n-1)

_ I'(1)

B (—n)(—n + 1). . .(_1)

_ D

T

como queriamos. .

4, El teorema de Riemann

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente teorema de Rie-

mann.

Teorema 4.1 (de la aplicacion conforme de Riemann). Todo abierto sim-

plemente conexo de C distinto de C es biholomorfo al disco unidad.

Dado que toda funcién biholomorfa es un homeomorfismo, si Q < C es
abierto y biholomorfo a [E, entonces 2 tiene que ser también simplemen-
te conexo, asi esta condicién es necesaria. Por el teorema de Liouville,
no existen funciones holomorfas no constantes C — [E, asi también es
necesario que () no sea todo C: una de las caracteristicas notables del
resultado de Riemann es que prueba que estas dos condiciones son tam-
bién suficientes.

Dado que toda funcién holomorfa sobre un conjunto simplemente co-

nexo admite primitivas, obtenemos en particular que

Lema 4.2. Toda funcién holomorfa nunca nula sobre un abierto simple-

mente conexo admite una raiz cuadrada holomorfa.

Demostracion. Sea () un abierto simplemente conexo, y sea f : QQ — C
holomorfa y nunca nula. Entonces g = f'/f es holomorfa y nunca nula, y

podemos elegir G : ) — C una primitiva de g tal que expG = f, es decir,
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tal que G es un logaritmo de f. La funcion exp(G/2) nos da entonces una

raiz cuadrada holomorfa de f, como queriamos. <

Digamos que un abierto 2 de C que contiene al origen y cumple lo
anterior es un @-dominio. La hipétesis que 0 € 2 no es restrictiva, ya
que si () es una region con la propiedad anterior y ¢ € 2, una traslaciéon
por ¢ da otra regién con la misma propiedad, biholomorfa a Q y que

contiene al origen. Probaremos, de hecho, que

Teorema 4.3. Todo Q-dominio de C distinto de C es biholomorfo al disco

unidad.

En particular, todo @-dominio es simplemente conexo: es interesante
que notemos que una condicién algebraica sobre el algebra de funciones
0(Q)), a saber, que toda unidad admita una raiz cuadrada, nos da un

resultado puramente geométrico sobre (.

I. Existencia

De ahora en adelante, fijamos un @-dominio Q que no es C. Notamos
zZ—C
cz—1

para cada z € E. Nuestro ahora objetivo sera probar que existen funciones

por t. para c € E al automorfismo involutivo de E tal que £.(z) =

biholomorfas (2 — E. Veamos primero que

Lema 4.4. Existe una funcién holomorfa e inyectiva f : Q — [ tal que

f(0)=0.

Demostracion. Tomemos a ¢ (2, y sea g(z) =z —a. Como g es nunca nula
en Q, admite una raiz, esto es, existe v € G(Q) tal que v%(z) = z —a para
cada z € Q. En particular, v es inyectiva y, ademas, (—v)(Q)nv(Q) = &.
En efecto, si existieran c,c’ € Q tal que v(c) = —v(c’) resultaria, al elevar
al cuadrado, que c —a = ¢’ —a, esto es, que ¢ = ¢’. Pero entonces v(c) =0,
que es imposible.

Como el conjunto (—v)(Q2) es abierto y no vacio, existe un disco B tal

que v(Q) esté contenido en C~ B, digamos que B = B(w, r). La funcién

&= 5]
gz—2 z—c v0)-c
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es holomorfa y lleva C~B a E de forma inyectiva. La funcién buscada es

entonces f = gov. <

Resulta ahora que la familia de funciones
F(Q)={f :Q —[E: f holomorfa, inyectiva con f(0) = 0}

es no vacia. La funcién biholomorfa (Q — [E deseada puede obtenerse

resolviendo un problema extremal sobre Z(Q):

Proposicion 4.5. Si w € Q no es el origen, toda funcion en F(£2) que

maximiza el funcional

levy,| : F(Q) — R
f—If )l

es sobreyectiva y luego biholomorfa.

Daremos la demostracion en varios pasos. Por el momento, veamos
la utilidad que tienen el teorema de Montel y los teoremas de Hurwitz

que obtuvimos en las secciones anteriores en nuestro contexto.

Lema 4.6. La familia % (Q) es localmente acotada, de hecho, es acotada.
Ademds, es cerrada, y luego (L)) es compacto. Asi, existen funciones en

h € Z(Q) que resuelven el problema extremal de la Proposicién 4.5.

Demostracion. Dado que toda funcion de (2) toma valores en E, esta
familia es evidentemente acotada. El teorema de Montel asegura enton-
ces que Z(Q) tiene clausura compacta en 0(L2). Por otro lado, el Teore-

ma 2.15 y el Corolario 2.14 prueban que la familia & (Q2) es cerrada. <«

Tomemos ahora un @-dominio Q' € E. Una funcién f € F(Q') se dice
una expansion si para todo z € Q' distinto de 0, vale que |f(2)| > |z].

Construiremos expansiones propias usando el siguiente lema.

Lema 4.7. Sea s:z € E— 22 € E y sea ¢ € E. Entonces Ye=1t.2080t. es
una contraccion, esto es, cumple que W.(0) =0y que |v.(2)|<|z|si z€eEy
z#0.
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Demostracion. Como s no es un automorfismo de E, y. en particular no
es una rotacion, asi podemos concluir lo que queremos por el Lema de

Schwarz. <

Lema 4.8. Sea c € E tal que c® ¢ Q' y sea v € 6(Q) la raiz cuadrada de la

restriccion t 2 | con v(0) = c. Entonces
s kx=t.ov:Q — [Ees una expansion.
B Y.O0K= idQ/.

Demostracién. Como .2 no se anula en Q y ¢,2(0) = c?, v existe y estd
bien definida, y como v(Q2) € E, también lo esta x, que cumple que x(Q2) <

Ey x(0)=0. Como ¢,0t. =idf y como sov = {2, tenemos que

Yeok =t,2080f.0f,00
=1,2080V
=t.20f,2

=idg

que prueba que x es inyectiva. Ademas, como 1. es una contraccién, si
z # 0 tenemos que

12| = [y (x(2))] < [x(2)],
que prueba que x es una expansion. <
Podemos dar ahora la

Demostracién de la Proposicién 4.5. Ya sabemos que existe una funcién
f € Z(Q) que maximiza a |evy|, es decir, que cumple que |f(w)| = |g(w)|
para toda otra g € #(Q). Supongamos que f(Q) = Q' no es todo E. Como
f esinyectiva, Q y Q' son biholomorfos, asi ()’ también es un @-dominio.
Como Q' #E, podemos tomar c € E tal que c? ¢ Q', y el Lema 4.8 prueba
que existe una expansion inyectiva k : Q' — E. Asi h=xof € F(Q), y
como f(0) =01y f es inyectiva, resulta que f(w) # 0. Todo esto implica
que

|h(w)| = [x(f @) > |f W),
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y contradice el hecho que f maximiza a |ev,|. Deber ser el caso, entonces,

que f es sobreyectiva. <

Queda demostrado asi el Teorema 4.3.

II. Unicidad

El siguiente teorema extiende el Teorema 4.3 para incluir un resul-

tado de unicidad. Recordemos que 2 es una @-region que no es todo C.

Teorema 4.9. Para cada c € Q existe una tnica funcién biholomorfa
f:Q—~FEtal que f(c)=0y f'(c)>0.

Demostracion. Sea g otra funcion biholomorfa g : 2 — [ tal que g(c) =0
y g'(¢) > 0, y consideremos la funcién biholomorfa A = fog™! :E — E.
Como A(0) =0, el Lema de Schwarz asegura que A es una rotaciéon por
algin 1 € 0E, y en este caso h'(0) = f'(c)/g'(c)=A>0,asi A\=1yhesla
identidad, esto es f = g.

Basta entonces ver que existe una funciéon biholomorfa f : 2 — E tal
que f(c)=0y f'(c) > 0. Podemos asumir que ¢ = 0 € (0, y en ese caso ya
sabemos que existe una tal 4 al menos con A(0) = 0. Si A(0) = |'(0)e??
entonces f = e L : Q — E es biholomorfa y cumple que f(0) =0y que
71(0)=e"R'(0) = |h'(0)| > 0. <
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