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Practica 3: Morfismos - Extensiones normales

Sean ¢ : E/K — F /K un morfismo de extensiones y f € K[X ] un polinomio.

(a) Probar que para todo a € E se cumple que o(f(a)) = f(o(a)).

(b) Deducir que si a es algebraico sobre K entonces o(a) es raiz de m(a, K).

Izl Sea E/K una extensién y sean a, 8 € E dos raices de un polinomio irreducible f € K[X].
Probar que existe un tinico morfismo de extensiones o : K(a)/K — K()/K talque o(a) = .

Sugerencia. Usar que K(a) = K[X]/{f) y las propiedades universales que correspondan.

En cada uno de los siguientes casos, calcular el cardinal del conjunto Hom(E/K,F/K) y
describir sus elementos:

@ K=0Q, E=Q({3), F=cC M Kk=Q, E=Q(V3), F=Q(V3)

b K=0Q, E=Q(/2), F=R @ K=Q E=Q(V3), F=Q(V3)

© K=Q, E=Q(,), F=C (W kK=Q, E=Q(5), F=Q(\7)

d K=Q, E=Q(§,), F=Q(&,) () K=Q, E=Q(V/2,i), F=cC

@ K=Q@), E=Q(&), F=C () K=Q, E=Q(21i), F=0Q(V21i)

Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0. Probar que o : K — K dado por o(x) = x? es
morfismo de cuerpos, y si ademads K es finito, entonces o es un automorfismo.

Sean K un cuerpo y f € K[X] un polinomio irreducible. Para a € K raiz de f, denotamos
r(a) ala cantidad de raices de f que pertenecen a K(a). Probar que este niumero no depende
de la raiz elegida, es decir: si 3 es otra raiz de f, entonces r(a) = r(f).

IE| Sean K C F C E tres cuerpos y sea g un polinomio con coeficientes en K. Probar que si E es un
cuerpo de descomposicion de g sobre K, entonces también es un cuerpo de descomposicion
de g sobre F.

En cada uno de los siguientes casos, calcular el grado de E/K donde E es un cuerpo de
descomposicién de f sobre K. (Para eso, seguramente necesiten antes encontrar un sistema
de generadores conveniente.)

(@) K=Q, f=X"-1 (h) K=Q, f=XP—5conp primo

() K=R, f=X"—1conn>?2 () K=Q, f=X*+2

© K=Q, f=X*-2 () K=Q, f=x*-10x%+5

@ K=Q(), f=x*"-3 ) K=Q, f=x5—4x3+1

(&) K=2/72, f=X>-2 () K=2/3Z, f=X>—X+1

N K=Q, f=X>+Xx>-2X>—-2 (m) K =C(t), f =X"—t cont trascen-
(@ K=Q, f=X>+6X+3 dente sobre C

Sugerencia. Algunos de estos polinomios ya aparecieron antes en las guias.
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Sean E/K y F /K dos extensiones de cuerpos. Probar que si E/K y F /K son normales entonces
ENF/K también lo es.

IE| {Cuadles de las extensiones E/K que aparecen en el ejercicio son normales?

Sea E = K(S) donde todo elemento a € S cumple que m(a,K) tiene grado 2. Probar que la
extension E/K es normal.

Sean f € K[X], E un cuerpo de descomposicion de f sobre K y F un cuerpotalque K C F C E.
Probar que todo morfismo ¢ : F/K — E/K se puede extender a un automorfismo de E/K.

Sea E/K una extension algebraica tal que todo polinomio no constante en K[X ] se factoriza
linealmente en E[X]. Probar que E es algebraicamente cerrado.

Determinar todos los pares (m, n) de numeros naturales tales que la extensién Q (1“/ m) /Qes
normal.

Sean K un cuerpo, n € N y t trascendente sobre K. Probar que la extension K(t)/K(t™) es
normal si y s6lo si el polinomio X™ — 1 se factoriza linealmente en K[X ].

Sean E/K una extensién normal y f € K[X ] un polinomio irreducible. Probar que todos los
factores irreducibles de f en E[X] tienen el mismo grado.

Este ejercicio da otra manera de acotar la cantidad de morfismos de una extension a partir
de su grado.

Sean E y F dos cuerpos y sean 0y,...,0, : E = F morfismos distintos.

(a) Probar que el conjunto {o,...,0,} es linealmente independiente sobre F.

Sugerencia. Por el absurdo: tomar un subconjunto LD minimal, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que es {0,...,0,}. Usando un elemento z € E tal que 0,(2) # 04(2),
conseguir una combinacién lineal no trivial de {0, ..., 0.} que valga 0.

(b) Deducir que si E/K y F/K son dos extensiones, con E/K finita, entonces

#Hom(E/K,F/K) <[E :K].

'En realidad, este teorema vale para G cualquier grupo abeliano y los o; : G — F* morfismos de grupos, a veces
llamados caracteres. No se usa la estructura aditiva de E.



