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Teorema de van Kampen

. Sea X = UUYV un espacio topoldgico con U,V abiertos arcoconexos tales que UNV es no
vacio y arcoconexo, y sea ¢ : U — X la inclusién.

a) Probar que si V es simplemente conexo, entonces v, : 7;(U,x) — m1(X,x) es un epi-
morfismo.

b) Probar que si V 'y UNV son simplemente conexos, entonces v, : m,(U,x) — m1(X, x) es
un isomorfismo.

. Sea x un punto de R? y sea X,, C R? la unién de n circunferencias Cy, ..., C, tales que C;NC; =
{x} para todo i,j. Probar que 7;(X,, x) es el grupo libre con n generadores.

. Probar que la esfera n-dimensional S™ es simplemente conexa para n > 2. Concluir que el
grupo fundamental del espacio proyectivo 2"™(R) es el grupo ciclico de orden 2 para n > 2.

. Sean ke Ny n > 2. Dados py,p1,-..,Px €S" puntos distintos, calcular 7,(S"\{p1,---,Px}>Po)-
. Calcular los grupos fundamentales de los siguientes espacios.

a) T\{y}, el toro sin un punto.

b) P%(R)\ {y}, el plano proyectivo sin un punto.

¢) S"VvS", la unién por un punto de dos copias de S".
d) S*U(Rs, x {0}).

e) STU(Rso x R).

f) STU(R x {0}).

g) B2\ (Rz x {0]).

. Sea K=1x1I/~ donde (x,y) ~ (x’,y’) si se satisface alguna de las siguientes condiciones:
(x=x"ey=y)6{y,y} =1{01}yx=x)6 ({x,x} ={0,1} y y +y'=1)
El espacio K es la botella de Klein. Dar una presentacién del grupo fundamental de K.

. Sean X e Y dos espacios arcoconexos y p € X, g € Y. Pruebe que si existen un abierto U c X
que se retrae por deformacion fuerte a {p} y un abierto V C Y que se retrae por deformacion
fuerte a {q}, entonces el grupo fundamental del wedge

Xuy

p~q

XVY:=

es isomorfo a m,(X,p) * 71(Y,q).



