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ALGEBRA LINEAL COMPUTACIONAL

Segundo Cuatrimestre 2022

Practica N° 2: Aritmética de punto flotante. Nuimero de condicién.

Transformaciones lineales

Ejercicio 1. Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son lineales.
(a)) f:R® = R? f(xy,29,23) = (x5 — 321 + V225, 21 — 1T,)

(b)) f:R* = R, f(x1,22) = (21 + 22, |21])

(c) f: R*>? 5 R, f (all am) = (11-022 — G12.021
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Ejercicio 2. Escribir la matriz de las siguientes transformaciones lineales en base candnica.
Interpretar geométricamente cada transformacion.

(a) f(z,y) = (,0)
(b) flz,y) = (2, ~y)
(c) fz,y) = (5(z +v), 3(z +y))
(d) f(z,y) = (z.cost —y.sent, x.sent + y.cost)
Ejercicio 3. (a) Probar que existe una tnica transformacién lineal f : R? — R? tal que
f(1,1) =(-5,3) y f(—1,1) = (5,2). Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2)

(b) jExistird una transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (2,6), f(—1,1) =
(2,1) y f(2,7) = (5,3)7

(c) Sean f, g : R* — R3? transformaciones lineales tales que

)7 f( ) 70):< ) 70)7 f(_17070>:(17271>7
1), 9(2,2,-1) = (3,-1,2).

Determinar si f = g.

Ejercicio 4. Calcular bases del nicleo y de la imagen para cada tranformacion lineal de los
ejercicios 2 y 3. Decidir, en cada caso, si f es epimorfismo, monomorfismo o isomorfismo. En
el caso que sea isomorfismo, calcular 1.

Ejercicio 5. Sean f : R — R, f(z1,20,23) = (x1 + 72, 71 + 23,0,0) y g : R* — R2
g(x1, 29,3, 24) = (1 — T2, 207 — z3). Calcular el nicleo y la imagen de f, de g y de go f.
Decidir si son monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.
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Aritmética de punto flotante

Ejercicio 6. Algunos experimentos: Realizar las siguientes operaciones en Python. En
todos los casos, pensar: ;cual es el resultado esperado? ;coincide con el obtenido? ja qué
se debe el problema (si lo hay)? (Notamos ¢ al épsilon de la maquina. Puede obtenerse
importando la libreria numpy como np y ejecutando el comando np. finfo (np.float ) .eps).

a) Tomando p =1e34, ¢ = 1, calcular p+ g — p.

b) Tomando p = 100, ¢ =le—15, calcular (p+¢q) +qy ((p + q) + q) + ¢q. Comparar con
p+ 2q y con p+ 3q respectivamente.

c) 0.1+0.2 == 0.3

d) 0.1+0.3 == 0.4
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m) sen(7/2 + 7107) para 1 < j < 25.

Ejercicio 7. Mostrar que una serie divergente de términos que tienden a 0 (e.g.: >, 1)

n
podria resultar convergente en aritmética de punto flotante. ;Qué deberia ocurrir para que
el resultado numérico sea Inf? ;Cudl es la mejor estrategia para realizar numéricamente una
sumatoria de términos positivos?

Ejercicio 8. Para las siguientes matrices

1 2 1 0
A=12 3—¢ 2+¢ b=10.1
0 1+4¢ € 0.1

a) Tomando € = 0.001, resolver el sistema Axr = b mediante eliminacién gaussiana sin
intercambio de filas usando aritmética de punto flotante en base 10 con 3 digitos de
mantisa y sistema de redondeo.

b) Para e = 0.001, hallar la solucién exacta z del sistema y comparar con la solucién del
item anterior. ;Cémo explica la diferencia?nterior.



Ejercicio 9. Considerar las matrices:

2n

1 n b5n 3
A=1{1 30 30| vyo=|2]|,

1 n 2n 3

n

3

conn € N.

a) Para n = 10%, resolver el sistema Az = b por eliminacién gaussiana sin intercambio de
filas utilizando aritmética de 4 digitos con redondeo (en base 10).

b) Verificar que, para todo n € N, la solucién exacta del sistema es x = (0, é, %) y comparar,
para n = 10%, la solucién aproximada con la solucién exacta.

Normas vectoriales y matriciales

Ejercicio 10. Si x € R" y A € R™" probar que las constantes de equivalencia entre las
normas ||.||1 ¥ [|.]|2 ¥ entre las normas ||.||2 ¥ ||-|lcc Vienen dadas por:

e Vectorial

lzllee < 2]z < Villzo

e
— ||
Nk

< [lzfls < [l]]x

e Matricial
1
— Al < |[A]l2 < Al
\/EH oo < [ A]l2 < Vnl|A]

1
—| Al < ||A]l2 < A
\/EH e < [|Allz < VnllAlL
e Calcular los coeficientes para la equivalencia vectorial y matricial entre las normas ||.||;

Y [l

Ejercicio 11. Probar que para toda A € R™*"

(a) [|Alloe = max Y fai|  (b) [JAlL = max > ],
j=1 i=1

1<i<n 1<j<n 4

Ejercicio 12. Se quiere estimar la norma 2 de una matriz A € R™*" como el maximo del valor
| Az||2/||x||2 entre varios vectores & € R? no nulos generados al azar. Hacer un programa que
reciba una matriz A y luego



e genere los primeros 100 términos de la siguiente sucesion:

||A$k||z}

$51 =0, Sgi1 :max{sk, ||=’13 ||
Ell2

donde los z;, € R? son vectores no nulos generados al azar en la bola unitaria: B = {x :
]l < 1}.
e grafique la sucesion calculada, junto con el valor exacto de la norma de la matriz.

Recordar que tanto la norma 2 puede calcularse con el comando np.linalg .norm. Tener en
cuenta que los vectores generados al azar (comando np.random.random) tienen coordenadas en
el intervalo [0, 1].

Ejercicio 13. Se tiene el sistema Ax = b.

a) Sea x la solucién exacta y & la solucién obtenida numéricamente. Se llama residuo al
vector r := b — Ax. Si notamos e = x — &, mostrar que:
]

L el _ el
< < cond(A) -
cond(A) [[b]| ||| 18]

..Cémo se puede interpretar este resultado?

b) En lugar del dato exacto b se conoce una aproximacién b. & es tal que A% = b. Probar
que: . .

L lo=bl _ [lz—z] |b— b

< < cond(A)"————.

cond(A) [|b]] ] B

., Como se puede interpretar este resultado?

Ejercicio 14. Sea

3 00
a={o0: 2
044

a) Calcular conds(A).

b) ;Cuén chico debe ser el error en los datos (b — b), si se desea que el error en la aproxi-
macién de la solucién sea menor que 107 (en || - ||o)?

¢) Realizar experimentos numéricos para verificar las estimaciones del item anterior. Con-
siderar b = (3,2,2)", que se corresponde con la solucién exacta © = (1,1,1)". Generar
vectores de error aleatorios, normalizarlos para que su norma sea tan chica como la
estimada en el item anterior y perturbar b obteniendo b. Finalmente, resolver AZ = b
y verificar que || — x| < 10~

Ejercicio 15. Probar que si A € R™ ™ es una matriz inversible y || || es una norma matricial,
la condicién de A verifica la desigualdad:

. [IA—B] :
< : .
cond(A) = mf{ 1A B es singular
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Deducir que

A
|A — B
Nota: En ambos casos, vale la igualdad, pero la otra desigualdad es un poco méas compli-

cada de probar. De la igualdad se puede concluir que cond(A) mide la distancia relativa de
A a la matriz singular mas proxima.

cond(A) > sup { : B es singular} :

Ejercicio 16. (a) Estimar la cond.(A) de las siguientes matrices en funcién ¢ (cuando

e —0).
11 1 1 0 1+¢
) A=[1¢ ¢ )|, @G B=| 2 3 4
10 0 1—¢ 0 1

(b) Concluir que la condicién de las matrices A y B del item anterior tienden a infinito,
cualquiera sea la norma considerada.

Ejercicio 17. Para la matriz

1 n bn
A=1|1 3n 3n
1 n 2n

con n € N, probar que existe una constante ¢ > 0 tal que cond.(A) > ¢n para todon € N, y
deducir que cond(A) — oo cuando n — oc.

Ejercicio 18. Sea D, = liofn. Verificar que det(D,,) — 0 si n — oo. (D, estd mal
condicionada? ;Es el determinante un buen indicador de cuén cerca estd una matriz de ser
singular?

Ejercicio 19. Sea A, € R" la matriz dada por A,, = (a;;),
1 sii=1loj=1

a; 5 = 1/Z SlZ:j
0 en otro caso

a) Probar que Condy,(A,) > Cn? para alguna constante C' independiente de n.

b) Probar que Condy(A,) — oo cuando n — oo.



