ALGEBRA III 2D0 CUATRIMESTRE 2021

Practica 6: Extensiones inseparables - Norma y traza

Sean E/K una extensién algebraica y a € E. Probar que todas las raices de m(a,K) en K
tienen la misma multiplicidad.

Izl Sea E/K una extensién algebraica finitamente generada. Probar que son equivalentes:

(i) E/K es separable.

(i) La cantidad de morfismos de extensiones o : E/K — K /K coincide con [E : K].

Nota. Ya probaron una implicacién en la préctica 4, lo que falta sale usando el mismo argumento.

Sea E/K una extensién de cuerpos.
(a) Sea S C E un subconjunto (no necesariamente finito) tal que todo elemento de S es
separable sobre K. Probar que K(S)/K es una extension separable.

(b) Deducir que E; = {a € E | a es separable sobre K} es un subcuerpo de E.

Sean E/F y F /K dos extensiones de cuerpos. Probar que

E/K es separable <= E/F y F /K son separables.

Sean E/K y F /K dos extensiones de cuerpos.

(a) Probar que si E/K es separable entonces EF /F también lo es.

(b) Deducir que si E/K y F/K son ambas separables entonces EF /K también lo es.

IEI Sean E/K una extensién separable de gradony o, ..., o, los elementos de Hom(E/K,K /K).
Supongamos ademas que E = K(a, b) para ciertos a,b € E.

(@) Supongamos que existe ¢ € K tal que o;(a +cb) # oj(a + cb) para todos i # j. Probar
que entonces E = K(a + cb).

(b) Observar que ¢ cumple la condicién anterior si y sélo si ¢ no es raiz del polinomio

)= [ [(oub)—o;d)X + (0i(a)—0;@)].

1<i<j<n

Probar el Teorema del Elemento Primitivo: si E/K es una extension finita y separable, en-
tonces existe a € E tal que E = K(a).

Sugerencia. Si K es finito ya lo sabemos ({por qué?). Para K infinito, usar el ejercicio anterior y
hacer induccién en la cantidad de generadores.

Sea E/K una extension separable (en principio, no suponemos que sea finita) tal que para
todo a € E vale que el grado de m(a,K) es menor o igual que d. Probar que entonces
[E:K]<d.

En los siguientes ejercicios, sea K un cuerpo de caracteristica p. Recordemos que una extension
algebraica E/K se dice puramente inseparable si se cumplen las siguientes propiedades (vimos
en clase que son equivalentes):



ALGEBRA III

2D0 CUATRIMESTRE 2021

* Los unicos elementos de E que son separables sobre K son los de K.

* Para todo a € E existe m € N, tal que a?" € K. (Cuando esto ocurre se dice que el elemento a
es puramente inseparable sobre K.)

* Si K es una clausura algebraica de K que contiene a E, entonces el inico morfismo de exten-
siones o : E/K — K /K es la inclusion.
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Probar que E/E, es una extensién puramente inseparable.

Probar que si F /K es una subextension tal que E/F es puramente inseparable y F /K es
separable, entonces F = E.

Probar que si E/K es puramente inseparable y finitamente generada entonces [E : K]
es una potencia de p.

Deducir que en ese caso para todo a € E se tiene que alfXl e K.

Deducir que si [E : K] no es divisible por p entonces E/K es separable.

Probar que una extensién generada por elementos puramente inseparables es pura-
mente inseparable.

Sean E/F y F /K dos extensiones de cuerpos. Probar que E/K es puramente inseparable
siysolosi E/F y F/K lo son.

Sean E/K y F /K dos extensiones de cuerpos. Probar que si E/K es puramente insepa-
rable entonces EF /F también lo es.

Sea E/K una extensioén algebraica y sea E; = {a € E | a es puramente inseparable sobre K}.

(a)
(b)
©

Probar que E; es un subcuerpo de E.
Probar que E,NE; =K.

Probar que si E/K es normal, entonces E/E; es separable y E.E; = E.

Sean K = F,(u,v) con {u,v} algebraicamente independiente sobre F,, a € K una raiz del
polinomio X% 4+ X +u, # € K una rafz cuadrada de av, y E = K(p).

(a)
(b)

©

Probar que [E : K] =4y calcular E;.

Probar que si y € E es tal que y? € K, entonces y € K.

Sugerencia. Notar que {1,a,3,af} es una base de E como K-espacio vectorial. Escribir y
como combinacién lineal de estos elementos, elevar al cuadrado y usar que a ¢ K para forzar
que cierto coeficiente sea 0.

Concluir que E; = K, y entonces no valen las conclusiones de (c) del ejercicio anterior
sin la hipotesis de normalidad.

Un cuerpo K se dice perfecto si toda extension algebraica E/K es separable. Por ejemplo, los
cuerpos de caracteristica cero y los cuerpos finitos son perfectos.

Probar que un cuerpo K de caracteristica p es perfecto si y sélo si KP =K.

Calcular la norma y la traza de v/2 en Q(«S/E) /Qyen Q(f/z, 53) /Q.
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Sea p € N un nuimero primo. Calcular la norma y la traza de los elementos £, y 1—¢&, en la
extensién Q(&,)/Q.

Sea f € K[X] un polinomio irreducible y separable de grado n y sea a € K una raiz de f.
Probar que para todo ¢ € K, Ng(q)/k(a@—c) = (=1)"f(c).

Sea n > 1. Probar que el polinomio X" — (1 + \3/5) no tiene raices en Q (13/5)

Sea S = {W | p primo, n > 2}. Probar que para todo A C S finito y no vacio, la suma de los
elementos de A es irracional.

SeaneNyseaE = Q(\"/E) Probar que las unicas subextensiones de E/Q son las de la
forma Q ( \d/i) /Q con d divisor de n.

Sugerencia. Sea F/Q una subextensién de grado d. Calcular Ng/p (\“/5)

Sea f € K[X] un polinomio ménico, irreducible y separable de grado n. Recordemos que el
discriminante de f se define como

Af) =[] (@—ap?

1<i<j<n

donde ay,...,a, € K son las raices de f. Probar que si a es cualquier raiz de f, entonces
vale la igualdad

n(n—

7 Ni(ayx (f'(@)).

A(f)=(=1)

Sea p un ntmero primo. Probar que la ecuacién a® + pb® + p%c® — 3pabc = 0 no tiene
soluciones racionales no triviales (es decir, la tinica solucién con a, b, ¢ racionales es (0,0, 0)).



