ALGEBRA III 2D0 CUATRIMESTRE 2021

Practica 5: Cuerpos finitos - Extensiones ciclotomicas

Dado un anillo A, siempre existe un tnico morfismo de anillos f : Z — A. Como Z es un DIB
sabemos que existe un unico entero no negativo n tal que kerf = nZ. Este numero n se llama la
caracteristica del anillo A.

Notar que también se podria definir la caracteristica de A como el menor entero positivo n tal que
14+...+1=0enA, o0 en caso de que no exista tal n.

———

n sumandos

Probar que si A es un dominio integro entonces la caracteristica de A es 0 o un niimero primo.

Sea p € N un niimero primo. Probar que existe un tnico cuerpo de p elementos salvo iso-
morfismo, al cual llamaremos F,,.

En adelante, cada vez que usemos la frase “caracteristica p” estaremos suponiendo ticitamente que
p € N es un nimero primo.

Sea K un cuerpo de caracteristica p. Probar que ¢ : K — K dado por o(x) = x? es morfismo
de cuerpos.

Sea K un cuerpo de caracteristica p. Probar que K contiene un subcuerpo isomorfo a FF,,.
Deducir que si K es un cuerpo finito entonces la cantidad de elementos de K es de la forma
p™ con p primoy mée€N.

Sea K un cuerpo de p™ elementos. Probar que x?" = x para todo x € K.
Sugerencia. Considerar el grupo K* = (K — {0}, ).

A partir de ahora, fijamos una clausura algebraica de F, y la llamamos E.

IE| Sea q=p™, con p primoy m €N.
(a) Probar que el polinomio X?—X € F,[X] es separable.

(b) SeaF,={a€ E | a? = a}. Probar que IF, es un subcuerpo de E que tiene q elementos.
Mads aun, es el unico tal subcuerpo.

(c) Usando la unicidad de los cuerpos de descomposicidén, probar que todo cuerpo de ¢
elementos es isomorfo a .

Sean E /I, una extensién algebraicay a € E. Probar que [Fy(a) : Fy] = min{n € N | al" = a}.

Sea f € Fy[X] un polinomio irreducible de grado n.

(a) ¢Para qué valores de k € N ocurre que f sigue siendo irreducible en Fy«[X ]?

(b) En el caso general, ¢qué grado tienen los factores irreducibles de f en Fgx[X]?

IE| (a) Probar que Fpm € Ty siy solo si m divide a n.
(

b) Deducir que Fyn NFpn = Fpmn) ¥ FymFyn = Fpimny, donde (m : n) y [m : n] denotan
maximo comun divisor y minimo comtn multiplo respectivamente.
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Probar que U Fpm = E.

meN

Probar que X — X es igual al producto de todos los polinomios ménicos irreducibles en
F,[X] cuyo grado divide a n.

(Criterio de irreducibilidad de Rabin) Sean n > 1 un entero y py,ps,- .., Px Sus divisores

primos. Para cada i entre 1y k, definimos n; = 1%'
Se? f €Fy[X]un polinomion.de grado n. Probar que f es irreducible si y sélo si f divide a
X% —X y es coprimo con X9 —X para todo i.

Probar que toda extension algebraica E /I, es una extension de Galois.

(a) Sea (G,-) un grupo abeliano de orden n, y sea d = max{ord(x) : x € G}. Probar que

x4 =1 para todo x € G. ¢Es cierto esto si el grupo no es abeliano?

(b) Sea K un cuerpo y sea G un subgrupo finito de K*. Probar que G es ciclico.

(c) Deducir que para todo n € N existen polinomios irreducibles en F,[X ] de grado n.

Sea F; un cuerpo finito. ¢Para qué valores de k la funcién de F, en F, dada por x — xk es
biyectiva?

Sea FFn /F, una extensién de cuerpos finitos. Sea o : Fgn — Fgn dado por o(x) = x? (se
llama el morfismo de Frobenius).

(a) Probar que o € Gal(Fyn/F,).
(b) Probar que el orden de o en el grupo de Galois es n.

(c) Concluir que toda extension de cuerpos finitos es ciclica, con grupo de Galois generado
por el morfismo de Frobenius.

Consideremos el polinomio f =X? —X —a € F,[X], con a # 0.

(a) Probar que f no tiene raices en F,,.
(b) Probar que f es irreducible en F,[X].

Sugerencia. Sea a € E una raiz de f. ¢Cudles son las otras raices?

(c) ¢Para cuéles cuerpos finitos Fy es cierto que X7 —X —a es irreducible en F[X ]?

Dado un cuerpo finito Fy, sea Aff(FF,) el conjunto de todas las funciones de F, en si mismo
que tienen la forma t — at + b, donde a, b € Fg, a # 0.

(a) Probar que todas las funciones de Aff(IF,) son biyectivas.

(b) Probar que Aff(F,), con la composicién de funciones, es un grupo.

(c) Probar que Aff(F,) = {(g 11)) a,beF,, a# 0} .

Calcular los grados de los factores irreducibles del polinomio X3 —3X —1 € F15[X].
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(a) Probar que —1 es un cuadrado en F, siy sélosip =20 p =1 (mod 4).
2 = Fp(i), donde i?=—1.

(c) Con esta ultima identificacidn, écémo actia el morfismo de Frobenius correspondiente
a la extension F . /F,,?

(b) Deducir que si p =3 (mod 4) entonces F

Sea IF, un cuerpo finito cuya caracteristica no es 2 (es decir, con g impar).

(a) Probar que hay exactamente % elementos de F,; que son cuadrados en F,.

(b) Probar que para todo x € F, existen a, b € F, tales que x = a® + b2.

Sugerencia. Esto ocurre siy sélo si el conjunto {x —a%:a € IF,} contiene algtin cuadrado.

Sean K un cuerpo finito, f € K[X] un polinomio de grado n y E el cuerpo de descomposicién
de f sobre K. Sabiendo que [E : K] = 2021, determinar el minimo valor posible de n.

Sugerencia. 2021 se factoriza como 43 x 47.

(a) Probar que todo polinomio f € F [X] de grado 2 se factoriza linealmente en Fg2[X].

(b) Dar un ejemplo de un polinomio f € F,[X] de grado 3 que no se factorice linealmente
en Fgs[X].

(c) ¢Como podriamos generalizar entonces el enunciado de (a)?

Sea n un entero positivo tal que ¢ = 1 (mod n). Probar que para todo a € F, el polinomio
X" —a se factoriza linealmente en Fg.[X ].

Sea q = p™ con p impar. Sea G = SL(2,F,) el grupo de matrices de 2 x 2 con coeficientes en
IF, cuyo determinante es 1.

(a) Probar que |G| =(q—1)q(q+ 1).
(b) Probar que G contiene elementos de orden d siy sélo sid divideag—1,q+ 1 o 2p.

Sugerencia. Dada A € G hay 3 casos segin cdmo sean las raices de y,. ¢Les suena?

Fijemos un cuerpo algebraicamente cerrado L. Sea G,(L) = {x € L | x" = 1}. Los elementos de G,
se llaman raices n-ésimas de la unidad.

(a) Probar que G, es un subgrupo finito de L*, y por lo tanto es ciclico.
(b) Probar que si la caracteristica de L no divide a n, entonces |G,(L)| = n. (En particular
notar que esto pasa para todo n si L tiene caracteristica 0.)
En este caso, un generador de G, (K) se llama una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

(c) Probar que si L tiene caracteristica p y n = p™-s con p ¢s, entonces G,(L) = G,(L), y
por lo tanto |G,(K)| =s.

Ahora, sea K un cuerpo cualquiera tal que la caracteristica de K no divide a n. Podemos tomar
entonces &, € K una raiz n-ésima primitiva de la unidad. La extensién K(&,)/K se llama extension
ciclotémica de indice n.

Probar que K(&,)/K es una extensién de Galois, y su grupo de Galois es isomorfo a un
subgrupo de % (Z/nZ). En particular, es una extension abeliana.
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A través del inico morfismo de anillos f : Z — K, podemos pensar al polinomio ciclotéomico
&, con coeficientes en K[X].

(a) Probar que (al igual que pasaba en C) las raices de &, en K son exactamente las raices
n-ésimas primitivas de la unidad.

(b) Probar que son equivalentes:
(i) @, esirreducible en K[X],

(i) [K(£,):K]=¢(n),
(i) Gal(K(,)/K) = %(Z/nZ).

Calcular el grado de la extension ciclotémica en cada uno de los siguientes casos:

(@ K=Q, n=120 © K=Q(v3), n=12
(b) K=Q(), n=120 @ K=Q(¥2), n=100

(a) Probar que lino1o p(n) = +oo.
n—

(b) Deducir que si E/Q es una extension finita, entonces E contiene sdlo finitas raices de la
unidad.

Probar las siguientes propiedades de los polinomios ciclotémicos:

(@) Sipesprimoy r €N, entonces ®,-(X) =&, (XPH).
(b) Sin es impar, entonces ®,,(X) = ®,(—X).

®,(XP)
®,(X)

(c) Sip esprimoy p{n, entonces ,,(X) =

Sea ¢ = p™ donde p es un primo que no divide a n. Probar que el grado de la extensién
ciclotémica F,(&,,)/F, coincide con el orden de q en el grupo % (Z/nZ), es decir, el minimo
d € N tal que ¢¢ =1 (mod n).

Probar que ®; = X* + 1 es reducible en F,[X] para todo primo p.

Nota. Esto responde una pregunta de la Practica 1.

Dados n,m € Z, probar que el polinomio X® + (51 + 1)X® 4+ (5m + 1) es irreducible en Q[X].

Nota. En alguna guia anterior probaron que X® —4X® + 1 era irreducible. Ahora es mas facil.

Sea a € Zy sea p un primo tal que p | ®,(a). Probar que entonces p | n o bien p =1 (mod n).

Nota. En la primera clase de polinomios ciclotémicos, Agus usé este lema para probar un caso
particular del Teorema de Dirichlet: para todo n hay infinitos primos congruentes a 1 médulo n.



