ALGEBRA III 2D0 CUATRIMESTRE 2021

Practica 4: Grupos de Galois

Un polinomio f € K[X] es separable si no tiene raices multiples, es decir si no existe & € K
tal que (X —a)? | f.

Un elemento a € K es separable sobre K si m(a,K) es un polinomio separable.

Una extension algebraica E/K es separable si todo elemento de E es separable sobre K.

Sea K un cuerpo cualquiera. Verificar que la funcién @ : K[X] — K[X] dada por 3(f) = f’
cumple las propiedades usuales de la derivada, que son ser K-lineal y la regla del producto

(f-g)=0a(f)-g+f-2(g).

¢Es cierto en cualquier cuerpo que f’ = 0 sélo cuando f es constante?

Probar que a € K es rafz multiple de f siy sélo si es rafz de f y de su polinomio derivado
f’. Deducir que f es separable si y sélo si es coprimo con f”.

Sea f € K[X] un polinomio irreducible. Probar que f es separable si y sélo si f’ # 0.

Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Probar que toda extensién algebraica E/K es sepa-
rable.

Sea 7 : K — L un morfismo de cuerpos. Recordemos que 7 induce naturalmente un morfismo
de anillos de K[X] en L[X] que consiste en aplicar T a cada coeficiente.

Sea f € K[X ] un polinomio separable. Probar que 7(f) también es separable.

Sugerencia. Seria mas fécil si pudiéramos aplicar T al polinomio factorizado linealmente, ¢no?
¢Podemos?

Sea E/K una extension separable finitamente generada. Probar que la cantidad de morfismos
de extensiones o : E/K — K /K es exactamente [E : K].

Sugerencia. Revisar el ejercicio 6 de la practica 3 y hacer induccion.

Una extension E/K es una extensién de Galois si es normal y separable. Dada una tal extension, se
define su grupo de Galois como

Gal(E/K) :={o : E/K — E/K automorfismo de extensiones}.

Recordar de la guia anterior que para extensiones algebraicas vale que Aut(E/K) = End(E/K), y
que si la extensién es normal entonces End(E/K) = Hom(E/K,K/K). Con esto y el ejercicio 7 se
deduce que en una extensién de Galois finita el orden del grupo de Galois coincide con el grado de
la extension:

|Gal(E/K)| =[E : K] |

Repasar o buscar como se clasifican todos los grupos finitos de orden menor que 12.

Nota. Un recurso que puede ser util tener a mano en esta guia es el sitio

https://groupprops.subwiki.org/

En cada uno de los siguientes casos, calcular el grupo de Galois de E/K, donde E es un cuerpo
de descomposicién sobre K del polinomio f € K[X] dado:
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(@ f=X2-3, K=Q (© f=X*-2, K=Q()
®) f=X*>-5)(X*-7), K=Q @ f=x3-2, K=Q

Sean K un cuerpo, f € K[X] un polinomio irreducible y separable de grado n y E un cuerpo
de descomposiciéon de f sobre K.

(a) Probar que Gal(E/K) es isomorfo a un subgrupo de S,,.

Sugerencia. Un elemento de Gal(E/K) queda determinado por su valor en las raices de f.

(b) Deducir que [E : K] es un divisor de n!.
Los dos ejercicios que siguen apuntan a probar el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois.
Sean E un cuerpo y G un subgrupo finito de Aut(E). Definimos
E¢:={a€E|o(a)=a para todo o € G}.

(a) Verificar que EC es un subcuerpo de E, que se llama el cuerpo fijo de G.

(b) Dado a € E, la drbita de a por G es el conjunto dz(a) = {o(a) | o € G}.! Sean
B1,PBas- -, B, los elementos de la 6rbita de a. (Notar que podria pasar que r < |G|.)
Consideramos el polinomio f = (X—f,)(X—f5)...(X—p,). Probar que los coeficientes
de f estan en EC.

(c) Deducir que E/EC es una extensién de Galois. Observar que G C Gal(E/E®).

En la situacion del ejercicio anterior, sea G = {01,05,...,0,} ysean a;, &, ..., &, elementos
distintos de E, con m > n. Consideramos la matriz
o1(a;) oi(ay) - oq1(ay)
A oy(a1) og(ay) -+ oalay) < grxm
Gn(al) Gn(az) e Gn(am)

(a) Probar que para todo j entre 1y n, o ;(A) (la matriz que se obtiene al aplicar o; a todas
las entradas de A) tiene las mismas filas que A, posiblemente en otro orden.

(b) Probar que existen soluciones no triviales del sistema de ecuaciones Ax = 0.

Dentro de todas estas soluciones tomamos una que tenga la maxima cantidad posible de
ceros, llamémosla y = (y;,¥9,---,Ym)- Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
y1 # 0 (si no, s6lo hay que renombrar los a;, que es como permutar columnas de A). Mas
aun, multiplicando por una constante podemos suponer que y; = 1.

(c) Probar que para todo j entre 1y n, el vector o;(y) = (0;(y1),0;(¥2),---,0;(Ym))
también es solucion del mismo sistema de ecuaciones.

(d) Supongamos que existe algtin i tal que y; ¢ E, es decir que existe j tal que o i) # yie
Mostrar que entonces hay una solucion no trivial del sistema que tiene mds ceros que
v, lo cual es un absurdo. Por lo tanto todas las coordenadas de y estan en EC.

(e) Recordando que uno de los elementos de G es la identidad, concluir que a4, a,, ..., a,,
son linealmente dependientes sobre E€.

(f) Deducir que [E : ES] < |G|, y por lo tanto, Gal(E/E®) = G.

1Esto se corresponde con lo visto en Algebra II sobre acciones de grupos: aqui G actda en E via o - a := o(a).
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(Teorema de Galois) Sea E/K una extensién de Galois finita. Consideramos los conjuntos
I = {subextensiones de E/K}, S = {subgrupos de Gal(E/K)}.

Podemos definir una funcién a : T — S que a cada subextensién F /K le asigna Gal(E/F), y
también una funcién f : S — I que a cada subgrupo H le asigna la subextensién EX /K.

(a) Probar que a y f3 invierten el orden dado por la inclusién en I y en S respectivamente.
Es decir, F; € F, = a(F;) 2 a(F,), y andlogamente para 3.
(b) Probar que a y f3 son inversas, es decir:
* para toda subextensién F /K vale que EGAE/F) = F;
e para todo subgrupo H vale que Gal(E/E") =H.
De modo que tenemos una biyeccién entre I 'y S.2

(c) Probar que en esta biyeccién, para cada d, las subextensiones de grado d de E/K se
corresponden con los subgrupos de indice d de Gal(E/K).

(d) Probar que en esta biyeccion, las subextensiones normales de E/K se corresponden
con los subgrupos normales de Gal(E/K).

Para cada una de las extensiones E/K del ejercicio EI, hallar todas sus subextensiones,
indicando cudles son normales.

En cada uno de los siguientes casos, calcular el grupo de Galois de E/Q y determinar todas
sus subextensiones de grado 2.

@ E=0Q(vV2++2)

(b) E = cuerpo de descomposicién de X* —2X2 —1 sobre Q.

Sea E un cuerpo de descomposicién del polinomio X® —4X3 + 1 sobre Q.

(a) Calcular Gal(E/Q).
(b) Calcular la cantidad de subextensiones de grado 6 de E/Q.

(¢) Determinar todas las subextensiones de grado 4 de E/Q.

Sugerencia. En la guia anterior ya calcularon [E : Q].

(Sylow, el regreso) Sea E/K una extensién de Galois de gradon=p™-s,conpts.

(a) Probar que para todo k con 0 < k < m existe una subextensién de E/K de grado p* -s.

(b) Probar que la cantidad de subextensiones de grado s de E/K es congruente a 1 médulo
p y divide as.

(¢) Probar que si F;/K y F,/K son dos subextensiones de grado s, entonces son isomorfas.
Deducir que una subextensién de grado s es normal si y s6lo si es la tinica subextensién
de ese grado.

Sea E/K una extension de Galois de grado 2n. Probar que la cantidad de subextensiones
normales de grado n es igual a la cantidad de elementos de orden 2 en el centro de G.

Nota. El centro de un grupo G, que se denota Z(G), es el conjunto de los elementos que conmutan
con todos los elementos de G.

2M4s precisamente, tenemos un isomorfismo de posets entre (I, C) y (S, €)°P.
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Sean E /K una extensién de Galois finita y F /K una subextensién normal (notar que entonces
F /K también es de Galois). Probar que Gal(F/K) = Gal(E/K)/Gal(E/F).

Sea L/K una extensiéon de Galois y sean E/K y F/K dos subextensiones finitas, con E/K
normal.>

(a) Probar que Gal(EF/F)= Gal(E/ENF).
Sugerencia. Es fAcil definir un morfismo inyectivo ® : Gal(EF /F) — Gal(E/ENF). Para probar
que Im(®) = Gal(E/E N F), basta probar que los correspondientes cuerpos fijos son iguales.

(b) Deducir que [EF : F] divide a [E : K], y si ENF = K entonces esos grados son iguales.

(¢) Mostrar que las afirmaciones de (b) son falsas si E/K no es normal, atin si EF /K lo es.
Sugerencia. Considerar subextensiones de Q(v/2, £5)/Q.

Sean E/K y F /K dos extensiones finitas tales que EF /K es una extensiéon de Galois, ENF =K
y E/K es normal.
(a) Probar que Gal(EF /K) es producto semidirecto de Gal(EF /E) y Gal(EF /F).
(b) Probar que si F/K también es normal, entonces Gal(EF /K) = Gal(E/K) x Gal(F /K).

Sea E=Q(V2,v3,1).

(a) Probar que E/Q es una extension de Galois.
(b) Determinar todas las subextensiones de grado 2, 3y 4 de E/Q.
(c) ¢Existe alguna subextensién F/Q tal que Gal(E/F) = Z4?

Sea K un cuerpo cuya caracteristica no es 2 y sea E/K una extensién de Galois tal que

Gal(E/K) = (Z,)". Probar que existen a;,ad,,...,a, € E tales que Otl.2 € Kparatodoiy
E=K(aj,aq,...,0a,).

Sean K un cuerpo cuya caracteristica no es 2, f = X%+ bX2 + ¢ un polinomio irreducible en
K[X], y E un cuerpo de descomposicién de f sobre K.
(a) Probar que si ¢ es un cuadrado en K, entonces Gal(E/K) = Zy X Z,.
(b) Probar que si c(b? —4c) es un cuadrado en K, entonces Gal(E/K) = Z,.

Sea K un cuerpo cuya caracteristica no es 2 y sea E/K una extension de Galois tal que

Gal(E/K) = Z,. Probar que existen a, b € K con b ¢ K? tales que E es un cuerpo de descom-
posicién del polinomio (X2 —a)? — b sobre K.

Una extension de cuerpos E/K se dice abeliana (respectivamente, ciclica) si es de Galois y Gal(E/K)
es un grupo abeliano (respectivamente, ciclico).

(a) Probar que toda subextension de una extension abeliana también es abeliana.

(b) Probar que toda subextension de una extension ciclica también es ciclica.

Sea E/K una extensién ciclica de grado n. Probar que para cada divisor d de n, hay exacta-
mente una subextension de grado d.

Recordar que esto dltimo implica que EF /F también es normal. Ver ejercicio 9, practica 3.

4
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(a) Probar que Gal(Q(&,)/Q) = %(Z/nZ).
(b) ¢Existe algtin n € N tal que v2 € Q(&,,)?

(a) Probar que Q(&5)/Q tiene una tinica subextension F/Q de grado 2.

(b) Calcular el polinomio minimal de 5+ & El sobre Q.

(¢) Hallar el tnico d € Z libre de cuadrados tal que F = Q(vd).

Sean p > 2 primo y E un cuerpo de descomposicion del polinomio XP — 2 sobre Q.

(a) Probar que Gal(E/Q) = {(g 11)) a,beZ/pZ, a# 0}.

(b) Probar que E no contiene ninguna raiz p?-ésima primitiva de la unidad.

Sea E/Q una extension de Galois tal que E € R. Probar que [E : ENR] = 2.

Sean p > 2 un numero primo y f € Q[X] un polinomio irreducible de grado p que tiene
exactamente dos raices no reales. Sea E un cuerpo de descomposicién de f sobre Q. Probar
que Gal(E/Q) = S,,.

Sugerencia. En S, si o esun p-cicloy 7 es una trasposicién, entonces (o,7) = Sp-

Sean K un cuerpo, f € K[X] un polinomio separable de grado n y E un cuerpo de descom-
posicion de f sobre K. Supongamos que Gal(E/K) = S,,.
(a) Probar que f es irreducible en K[X].

(b) Probar que si a € K es una raiz de f, entonces K(a)/K no tiene subextensiones propias.

Probar que los elementos o = (12345) y 7 = (12)(34) generan el grupo As.

Sugerencia. Encontrar un elemento de orden 3 en (o, T) y usar que As es simple, es decir no tiene
subgrupos normales no triviales.

Sea f € Q[X] un polinomio irreducible de grado 5 que tiene exactamente una raiz real,

sean a,a, 3, las otras raices de f. Sea E un cuerpo de descomposicion de f sobre Q.

Supongamos que existe un elemento o € Gal(E/Q) de orden 5 tal que o(a) =ay o(p) = p.
Probar que Gal(E/Q) es isomorfo a A5 0 a Ss.

Sea E un cuerpo de descomposicién del polinomio X2 — 3 sobre Q.

(a) Determinar todas las subextensiones de grado 8 de E/Q.
(b) Determinar todas las subextensiones de grado 3 de E/Q.
(c) Probar que Gal(E/Q) no es isomorfo a Dy, ni a S .

Nota. Este puede ser muy cuentoso. Pueden no hacerlo si no les divierte, o pueden usarlo como
excusa para investigar como hacer estas cuentas en la computadora.



