ALGEBRA III 2D0 CUATRIMESTRE 2021

Practica 1: Irreducibilidad de polinomios

Sea A un anillo conmutativo. Supongamos que existen un cuerpo K y un morfismo de anillos
inyectivo i : A — K. Probar que entonces A es un dominio integro.

Izl Sea A un dominio integro. El objetivo de este ejercicio es construir i : A < K como en el
ejercicio anterior.

(a) En el conjunto X = {(a,b) € AxA: b # 0} se considera la relacién ~ definida por
(a,b) ~(c,d) < ad = bc.

Verificar que ~ es relacion de equivalencia.
(b) Sea K =X/~ (es decir, el conjunto de clases de equivalencia). Denotamos % a la clase
de equivalencia de (a, b). Verificar que las operaciones

a ¢ ad+bc a c _ac

b d~ bd Y b5 d T bd

estan bien definidas (no dependen de los representantes elegidos) y le dan a K una
estructura de cuerpo. Este cuerpo se llama el cuerpo de fracciones de A y se denota
Frac(A).

(c) Verificar que i : A — Frac(A) definido por i(a) = § es un morfismo de anillos inyectivo
(lo cual nos permite pensar a A como subconjunto de K).

(d) Probar que Frac(A) es “el menor cuerpo que contiene a A”, en el sentido dado por la
siguiente propiedad universal: si f : A — B es un morfismo de anillos tal que para todo
a # 0 vale que f(a) € %(B), entonces existe un unico morfismo ]7 : Frac(A) — B que
hace conmutar el siguiente diagrama:

A;)B

7

Frac(A)

(Teorema de la raiz racional de Gauss) Sean A un DFU, K el cuerpo de fracciones de Ay
f=aX"+a, ;X" +...+a;X +ay € A[X]. Probar que si Z—) € K es raiz de f, con p,q
coprimos, entonces p | ay y q | a,. Deducir que si a,, € % (A) (por ejemplo, si f es ménico)
entonces todas las raices en K del polinomio f estdn en A.

Hallar todos los valores de m € Z para los cuales los siguientes polinomios son irreducibles

en Q[X].

(@ X3—m B X3+mX2+7X +1

Probar que los siguientes polinomios son irreducibles en Q[ X ]:

(@ X®+X2+2X + m, C€on m un entero impar.

(b) X3—X+m, con m un entero no divisible por 3.
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IE| Sea K = Q[i].
(a) Probar que K es (isomorfo a) el cuerpo de fracciones de Z[i].

(b) Probar que si m € Z no es un cubo perfecto, entonces el polinomio X —m es irreducible
en K[X].

Sean K un cuerpo y a € K. Probar que el polinomio X* —a es reducible en K[X] si y sélo si
ocurre alguna de las siguientes dos cosas:

e existe b €K tal que a = b?,

* existe c €K tal que a = —4c*.
La factorizacién que se obtiene en el segundo caso se conoce como la identidad de Sophie
Germain.

Sean A C B dos anillos conmutativos con A dominio integro, y sea f un polinomio con coefi-
cientes en A.

(a) Mostrar con ejemplos que si f es irreducible en A[X] entonces puede pasar que sea
también irreducible en B[X ] o que deje de serlo.

(b) Probar que siAesun cuerpoy f esirreducible en B[X ], entonces también es irreducible
en A[X].

(¢) Mostrar que el enunciado de (b) es técnicamente incorrecto si Ano es un cuerpo, aunque
por motivos poco interesantes. (Qué es lo que si se puede concluir sobre f en A[X]
con esas hipdtesis? ¢Qué hipodtesis se puede agregar sobre f para que si sea cierto el
enunciado de (b)?

IE| Sea A un DFU. Un polinomio f = a,X"+a, 1 X" ' +...+a;X +a, € A[X] se dice primitivo si
no existe ninguin primo p € A que divida a todos los q;, es decir, si el mdximo comun divisor
de los coeficientes de f es 1. Dados f, g € A[X], probar que el producto f - g es primitivo si
ysélosi f v g lo son.

Dado un cuerpo K, decimos que dos polinomios f, g € K[X] son asociados si existe a € K no
nulo tal que f = a - g. Notar que dos polinomios asociados tienen necesariamente el mismo
grado.

(a) Verificar que ser asociados es una relaciéon de equivalencia.
Sean A un DFU y K su cuerpo de fracciones.

(b) Probar que todo polinomio no nulo de K[X ] es asociado de algin polinomio primitivo
de A[X], es decir: dado g # 0 en K[X], existen a € K y g; € A[X] primitivo tales que

g=a-&.
() Sean f € A[X] primitivo y A € K. Probar que A - f € A[X] siy sélo si A € A.
(d) Sea f € A[X]. Probar que si f = f;-...- f,, con cada f; € K[X], entonces existen

fis--- ,fr € A[X], con f; y f; asociados para cada i, tales que f = f;-...- f,.

(e) Deducir que si f € A[X] no es constante y no se puede escribir como producto de dos
polinomios de grado positivo en A[X ] entonces f es irreducible en K[X].

Lo probado en este ejercicio anterior da una demostracién del siguiente resultado clasico.
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(Lema de Gauss) Sean A un DFU, K su cuerpo de fracciones y f € A[X] un polinomio no
constante. Probar que son equivalentes:
(i) f esirreducible en A[X];

(ii) f es primitivo y es irreducible en K[X].
Probar que los siguientes polinomios son irreducibles en Q[ X ]:

(@ X%+1 (b) X*+3X2—4Xx—-2 (©) X°>+8X3—11x%+1

Sean A un DFU, K su cuerpo de fracciones y p € A un primo. La proyeccién al cociente
A > A/pA induce naturalmente un morfismo de anillos 7 : A[X] — (A/pA)[X], dado por
reducir cada coeficiente médulo p. Sea f € A[X ] no constante tal que su coeficiente principal
no es divisible por p, es decir tal que f y 7(f) tienen el mismo grado.

(a) Probar que si t(f) es irreducible en (A/pA)[X], entonces f es irreducible en K[X].

Supongamos ahora que A es un DIB luego A/pA es un cuerpo (pues en un DIP todo ideal
primo es maximal) y entonces (A/pA)[X ] es euclideo y en particular DFU.

(b) Probar que si 7t(f) tiene r factores irreducibles en su factorizacién en (A/pA)[X], en-
tonces f no puede tener mas de r factores irreducibles en su factorizacién en K[X].

(¢) Probar que si todos los factores irreducibles de 7(f) en (A/pA)[X] tienen grado al
menos d, entonces también todos los factores irreducibles de f en K[X] tienen grado
al menos d.

(d) Probar que si todos los factores irreducibles de 7t(f ) en (A/pA) [X ] tienen grado divisible
por m, entonces también todos los factores irreducibles de f en K[X] tienen grado
divisible por m.

Determinar todos los polinomios irreducibles de grados 2, 3, 4 y 5 con coeficientes en Z/2Z.
Probar que el polinomio X° + 6X* + 5X2 —2X + 105 es irreducible en Q[X].

Factorizar el polinomio f = X®—72 en (Z/5Z)[X]y en (Z/7Z)[X]. Deducir que f es irre-
ducible en Q[X].

(Criterio de irreducibilidad de Eisenstein) Sean A un DFU, K su cuerpo de fracciones y

f=aX"+a,_1X nmly o+ a;X +ay € A[X] no constante. Supongamos que existe un primo
p € Atal que:

* ptay,
* pla;paratodoi <n,
* p*tao.
Probar que f es irreducible en K[X].

Probar que si p € Z es un ntimero primo, entonces para todo n € N el polinomio X" —p es
irreducible en Q[X]. ¢Vale la reciproca?
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Sean A un anillo conmutativo y ¢ € A. Consideramos el morfismo de anillos 6 : A[X] — A[X]
tal que Oy = id, y O(X) = X +c. Probar que 6 es un automorfismo. Deducir que un polinomio
f € A[X] es irreducible si y sélo si 8(f) lo es.

Consideremos el polinomio f = X° +5X*+10X> + 13X2 +5X —5 € Z[X]. Observar que no
se puede aplicar el criterio de Eisenstein de forma directa para probar que f es irreducible.

(a) Para c =—1, calcular (f) y deducir que f es irreducible en Q[X].

(b) ¢Pueden probar la irreducibilidad de f de alguna otra manera?

Probar que los siguientes polinomios son irreducibles en Q[X ]:

(@ X*+4X +1
(b) XP71+XP72 4 ... +X + 1, donde p es un nimero primo.

XP—1
-1

Sugerencia. Para (b), notar que ese polinomio es igual a

¢{Es cierto que si f € Z[X] es un polinomio ménico irreducible, entonces necesariamente
existe algun primo p tal que 7t(f) es irreducible en (Z/pZ)[X]?

Equivalentemente, {existe algtin polinomio ménico irreducible en Z[X] que sea reducible
modulo p para todo primo p?

Sugerencia. Una posible respuesta esta contenida en los ejercicios de esta guia, pero no se preocupen
si no sale. Mas adelante tendremos mds y mejores herramientas para atacar este problema.

(Generalizaciones de Eisenstein) Sean A un DFU, K su cuerpo de fraccionesy f = Z?:o a; Xt
un polinomio en A[X ] no constante. Sea p € A un primo.
(a) Supongamos que

* ptay,
* pla;paratodoi=0,1,...,r, para cierto r < n,
* p*ta.

Probar que entonces la factorizacién de f en K[X ] contiene algun factor irreducible de

grado mayor o igual que r + 1.

(b) Supongamos que
* ptay,
* pla; paratodoi <n,
» p?}ay, para cierto d < n.

Probar que o bien f es irreducible en K[X] o bien f contiene en su factorizacién algun
factor irreducible de grado menor o igual que d.

Hallar todos los valores de n > 2 para los cuales los siguientes polinomios son irreducibles

en Q[X].

(@ X"+2X +4 () X"+4X" 1 +3



