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Sea P = {Pg, 6 € ©} una familia de distribuciones.

Supongamos que para cada n se tiene un estimador 6,(X1, ..., Xy)
de g(0) basado en una muestra aleatoria de tamafio n.
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Estimadores Asint. Normales

Sea P = {Pg, 6 € ©} una familia de distribuciones.

Supongamos que para cada n se tiene un estimador 6,(X1, ..., Xy)
de g(0) basado en una muestra aleatoria de tamafio n.

Definicion. §,(Xi,..., X,) es una sucesion fuertemente
consistente de estimadores de q(8) si

lim d,(X1,..., Xn) = q(0) c.t.p.

o sea si Pg(0n(X1,...,Xn) — q(0)) =1 para todo 6 € ©.
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Sea P = {Pg, 6 € ©} una familia de distribuciones.

Supongamos que para cada n se tiene un estimador 6,(X1, ..., Xy)
de g(0) basado en una muestra aleatoria de tamafio n.

Definicion. §,(Xi,..., X,) es una sucesion fuertemente
consistente de estimadores de q(8) si

lim Sn(X1,..., Xa) = q(6)  c.t.p.
o sea si Pg(0n(X1,...,Xn) — q(0)) =1 para todo 6 € ©.

Definicidn. §,(X1, ..., X,) es una sucesion débilmente consistente
de estimadores de q(0) si

Sn(X1, ..., Xn) 2 q(0)
o sea, siparatodoe >0y 0 €0
lim Po(|dn(X1,. .., Xn) —q(0)] :
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Propiedades

Proposicion 1. Sea, para todo n, 6, = J,(X1, ..., Xp) un estimador
de g(@) basado en una muestra aleatoria de tamafio n. Si

e VARg(dp) — 0
* Eo(0n) — q(0),

entonces d,(X1,...,X,) es débilmente consistente para g(8).
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Propiedades

Proposicion 1. Sea, para todo n, 6, = J,(X1, ..., Xp) un estimador
de g(@) basado en una muestra aleatoria de tamafio n. Si

e VARg(dp) — 0
* Eg(dn) — q(0),
entonces d,(X1,...,X,) es débilmente consistente para g(8).

Proposicion 2. Sea ,(Xi,...,X,) una sucesién de estimadores
IMVU para g(0), donde Xi, ..., X, es una muestra aleatoria de una
distribucién perteneciente a la familia P = {Py, 0 € ©}. Luego,

e VARg(0n(X1,...,X,)) — 0 para todo 8 € ©
de donde §,(Xi,...,X,) es débilmente consistente para g(8).
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Consistencia de los estimadores de los momentos
Teorema 1.

e Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia P = {Py, 6§ € © C R},

e g(x) una funcién con valores en R

e Supongamos que M(0) = Eq(g(X1)) es, como funcién de 6,
continua y estrictamente mondtona.

Sea el estimador de momentos 5,, definido como la solucion de
1 n
=37 8(X) = M(6) = Eo(g(X2). (1)
i=1

Luego con probabilidad 1 existe ng tal que para todo n > ng la
ecuacién (1) tiene una solucién, 6, y 6, es fuertemente consistente
para 6.
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Teorema 2. Sea Xi,..., X, i.i.d. X; ~ f(x,60) con § € ©, donde
© es un intervalo abierto de R.
Supongamos que:
e f(x,0) es derivable respecto de ¢
e el conjunto S = {x : f(x,0) # 0} es independiente de 6.
e 01 # 6 implica que f(x,601) # f(x,62).
Sea é\n el estimador de maxima verosimilitud de 6, que satisface

", 8 log f(x;, )
I = R S A Ly 2
; = 0 (2)

Supongamos ademds que la ecuacién (2) tiene a lo sumo una
solucién. Entonces,

o a.s,

0, — 0

~

o sea, 0, es una sucesidn de estimadores fuertemente consistente.
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Lema previo

Sean p y g dos densidades o dos funciones de densidad discretas o
continuas distintas. Luego se tiene:

q(X ))]
E, |log < <0
g [ p(X)
donde [, significa que se calcula la esperanza considerando que X

tiene una distribucién discreta o continua cuya densidad o
probabilidad puntual es p.
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Estimadores asintoticamente normales

Sea P = {Pg, 6 € ©} una familia de distribuciones.

Supongamos que para cada n se tiene un estimador 0,(X1, ..., Xy)
de (@) basado en una muestra aleatoria de tamafio n.
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Estimadores asintoticamente normales

Sea P = {Pg, 6 € ©} una familia de distribuciones.

Supongamos que para cada n se tiene un estimador 0,(X1, ..., Xy)
de (@) basado en una muestra aleatoria de tamafio n.

Definicion 1. Diremos que d,(X1, ..., X,) es una sucesién de
estimadores asintoticamente normal si

VAGa(Xi, .-, Xa) — q(8)) -2 N (0,5%(6)) (3)
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Estimadores asintéticamente normales y eficientes
Definiciéon 2. Supongamos que

e X;~f(x,0),0c©CR
e El conjunto § = {x: f(x,0) > 0} es independiente de 6.
e Para todo x, f(x,0) es derivable respecto de 6.

a|ogf(x,e))2<oo

0<11(9):E9( 90

Se dice que d,(X1,...,X,) es una sucesién de estimadores
asintéticamente normal y eficiente (A.N.E.) o simplemente una sucesién
de estimadores asintoticamente eficientes si

® §,(Xq,...,X,) es una sucesién de estimadores asintéticamente
normal, o sea, cumple (3) y

e su varianza asintdtica es igual a
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Propiedad

Sea {Z,}n>1, una sucesién de variables aleatorias tales que

Vn(Zy— ) -2 N(0,0?) .

Sea H: R — R una funcién de clase C! tal que H'(\) # 0.

Entonces

V(H(Zy) — H\) 25 N <0,02 [H’(/\)]2> .
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Dict Acint de lng ecstimadaores de lnge momentnsg
Teorema 3.

e Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia P = {Py, 6 € © C R},

e Supongamos que M(0) = Eq(g(X1)) es, tal que M: © — A
es estrictamente mondtona.

Sea H: A — O su inversa, H(t) = M~1(¢).

e Supongamos que H es continuamente diferenciable y tal que
H'(w) # 0 donde p = M(6)
Sea el estimador de momentos 6, definido como la solucién de (1)

Entonces,

V@, —6) 2> N (0, (H(1))* Varag(1))
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Teorema 4.
Supongamos que Xi,...X, son i.i.d. X; ~ f(x,8), con

e € ©CR,
e O abierto

y que se cumple

(A) El conjunto S = {x: f(x,0) > 0} es independiente de 6.
(B) Para todo x, f(x,0) es tres veces derivable respecto de 6 y
3f(x,0)
203
es continua en 6.
(C) Si h(X) es un estadl'stico tal que E9|h( )| < oo para todo

6 € © entonces g(0) = [ h(x 6)dx es dos veces
diferenciable y para s=1,2

0° 0°f(x,0)
695/h(x)f(x, H)dx:/h(x)aesdx
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Teorema 4.

< 00

2
(D) 0 < 13(6) = E, (a'g;é”))

(E) Para cada 6 fijo, existen ¢ > 0 y una funcién M(x) > 0 tales
que

0%4(x,0)
062
EQOM(Xl) < 00

063

9% log f(x, 0) ‘ B

‘ < M(x)

para todo x € Sy paratodo § € {# € © : |6y — 0] < c}
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Teorema 4.

Teorema 4. Bajo (A), (B), (C), (D) y (E). Sean
° 5,, un estimador de maxima verosimilitud de 6 consistente y
e g(0) derivable con ¢'(#) # 0 para todo 6.

~

Entonces, q(6,) es A.N.E. para estimar g(f), o sea,

Vi (a8 - a) 2 n (0. 2OL)
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Teorema (Le Cam, 1953)
Supongamos que Xi,...X, son i.i.d. X; ~ f(x,8), con

e € ©CR,
e O abierto

y que se cumple

(A) El conjunto S = {x: f(x,0) > 0} es independiente de 6.
(B) Para todo x, f(x,#) es dos veces derivable respecto de 6 y
02f(x,0)
202
es continua en 6.
(C) Si h(X) es un estadl'stico tal que E9|h( )| < oo para todo

6 € © entonces g(0) = [ h(x 6)dx es dos veces
diferenciable y para s=1,2

0° 0°f(x,0)
695/h(x)f(x, O)dx:/h(x)aesdx
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Teorema (Le Cam, 1953)

< 00

2
(D) 0 < 13(6) = E, (a'g;é”))

(E) Para cada 6 fijo, existen ¢ > 0 y una funcién M(x) > 0 tales
que

0%4(x,0)
062
EQOM(Xl) < 00

063

9% log f(x, 0) ‘ B

‘ < M(x)

para todo x € Sy paratodo § € {# € © : |6y — 0] < c}
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Teorema (Le Cam)

Sea 0p(X1,...,Xn) una sucesién de estimadores asintSticamente
normales de g(6), con g derivable y ¢’(f) # 0 para todo 6. Es
decir,

VA (8a(X1, -, Xa) — (8)) = N (0,02(6))

entonces

excepto en un conjunto ©p C © tal que © tiene medida 0.
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Estimadores Asint. Normales

Ejemplo
Sea Xi,..., X, iid. X; ~ N(6,1). Luego, I1(f) = 1. Definamos
X si [X|>n 1
on(X1, ..., Xp) =
aX si |X|< N
Entonces
Vi (0n(X, ... Xn) — 0) -2 N(0,52(0))
donde
2 o 1 si 0750
7 (9)_{ a® si =0

Por lo tanto, si a < 1 la desigualdad se

viola en 6 = 0.
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