Ecuaciones Diferenciales A /B — 2° cuatrimestre 2020

SOLUCIONES DEBILES

Ejercicio 1. Sea U C R” abierto y acotado con frontera de clase C', y sea L el operador
eliptico definido por:

Lu=—Y Oi(aij(x)dju) + c(z)u,
ij=1
donde a;; € L*(U) para i,j =1,...,n, c € L>®(U) y existen A, A > 0 tales que

AP <Y ag(2)&8 < AJEP paratodo £ €R" ytodo x€U.
ij=1

Probar que existe una constante a > 0 tal que la forma bilineal asociada a £ en H(U)
satisface las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram si ¢ > —a en U.

Ejercicio 2. Considerar el siguiente problema para el operador bilaplaciano:
(1) A*u=f en U, u=0yu=0 en OU,

donde f € C(U) y U C R" es abierto y acotado con frontera de clase C'. La notacién A2
significa A(Au).

1. Demostrar que u € C*HU) N CY(U) es solucion de (1) si y sélo si es solucion de la
siguiente formulacion débil para (1):

Hallar v € HZ(U) tal que / AuAv dx :/ fvdz para toda v € HZ(U),
U U

donde f € L*(U).
2. Demostrar que (1) admite una tnica solucion débil.
Ejercicio 3. Considerar el siguiente problema de Neumann:
(2) —Au+u=f en U, Ohu=0 en OU,
donde f € C(U) y U C R™ es abierto y acotado con frontera de clase C*.
1. Probar que u € C?(U)NC(U) es solucion de (2) si y solo si es solucion de la siguiente
formulacion débil de (2):

Hallar v € HY(U) tal que/Vu-Vvdm—k/uvd:E:/fvd:v para toda v € HY(U),
U U U

donde f € L*(U).
2. Demostrar que (2) admite una tnica solucion débil.

Ejercicio 4. Considerar el siguiente problema de Neumann:
(3) —Au=f en U, Ohu=0 en OU,
donde f € C(U) y U C R™ es abierto y acotado con frontera de clase C*.
1. Deducir la formulacién débil para (3) sobre el espacio V = {u € H*(U) : [, udz = 0}
y mostrar que si existe una solucién débil, entonces fU fdx=0.

2. Demostrar que si f € L?(U) verifica fodx = 0, entonces existe una dnica soluciéon

débil de (2) en V. Més atin, dicha solucién es tnica en H'(U), salvo constante.
1



2

Ejercicio 5 (Principio débil del méximo). Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de
clase C!, y sea L el operador eliptico definido por:

n
Lu=—Y" Oi(aij(x)d;u),
ij=1
donde a;; € L*(U) para i,j =1,...,ny existe A > 0 tal que

Z a;j(z)&&5 > N3k para todo £ €R"™ ytodo xeU.
ij=1

Se dice que v € H'(U) verifica Lu < 0 en sentido débil o, equivalentemente, que es una
subsolucion débil de Lu = 0 si:

/ > aij(z)udvdr < 0 Vo e Hy(U), v>0.
Uii=1
1. Verificar que u € C?(U) es subsoluciéon débil de Lu = 0 si y solo si Lu < 0.

2. Probar que si u es subsoluciéon débil de Lu =0y ut € H}(U) (es decir u < 0 en 9U),
entonces u < 0en U.

Ejercicio 6. Considerar el siguiente problema de autovalores:
—Au=Au en U, Opu =0 en OU,

donde U C R™ es abierto y acotado con frontera de clase C''. Probar que existe una siucesion
de autovalores {\ }ren, asociados a autofunciones {ug}reny C HY(U), tales que

1.0=X <X vy A< Apy1 paratodo keN k>2.
2. lim )\k: = OQ.
k—oo
3. uq es constante.
4. {up}ren es base ortonormal de L?(U) y base ortogonal de H*(U).

Ejercicio 7 (Principio del anti-méaximo). Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de clase
C*, y sea u € H}(U) una solucién débil de:

—Au—Adu=f en U, u=0 en 0OU,

donde f € L?(U). Verificar que si A > A\; y f > 0 entonces u cambia de signo en U, siendo
A1 el primer autovalor de —A en U.
Ejercicio 8. Sea V: R"™ — R una funcién medible no negativa tal que ‘ l|1’m V(z) = oo.
T|—00
1. Probar que si {fi}ren C H'(R™) es una sucesién acotada, entonces existen una subsu-
cesion { fx; }jen de {f}ren y una funcion f € L% (R™) tales que

fo. = f en L?*(B,(0 para todo r > 0.
J

2. Probar que si, ademas, {fx}ren esta uniformemente acotada en L%,(R"), entonces f €
L*(R") y fr; = fen L%*(R"), donde L2 (R™) es el espacio de funciones medibles u :
R"™ — R tales que [p, Vu?dz < oo, con la norma lull 2 @ny = Jgn Vu?dx.

3. Concluir que el espacio H = HY(R") N L (R™), con la norma [ju| = (||u|]%%/(Rn) +

| Vu)|3)Y/2, verifica H cC L?*(R"). Es decir, toda sucesion acotada en H tiene una

subsucesién convergente en L2(R™).
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4. Probar que existe una sucesiéon de autovalores {\x}ren asociados a autofunciones
{ug}ren € H de la ecuacién de la ecuacion de Schréedinger:

—Au+V(z)u=AI en R"

tales que:
a) 0=X1 <X vy M <A1 paratodo keN, k>2.

b) lim A, = oo,
k—o0

¢) {ux}ren es una base ortonormal de L%(U).

Ejercicio 9 (Alternativa de Fredholm para operadores simétricos). El objetivo de este ejer-
cicio es dar una demostraciéon del teorema de la alternativa de Fredholm para operadores
simétricos, en base al teorema de diagonalizaciéon de operadores elipticos simétricos.

Sea U C R™ un abierto acotado y sea L el operador eliptico dado por:

n
Lu=— Z Oi(a;j(x)0ju) + c(x)u,
ij=1
donde a;j,c € L*(U), ajj = aji, 4,j = 1,...,n y la matriz A = (a;j)ij=1..n es definida
positiva para cada z € U.
Sea { Ak }ren la sucesion de autovalores de £, asociada a autofunciones {wy }reny C HE(U)
que forman una base ortonormal de L?(U), y sean f € L?>(U) y A € R.

1. Probar que si A # A\, para todo k € N entonces el problema

(4) Lu—Au=f en U, u=0 en OU,
admite una Gnica solucién.
2. Probar que si Ay—1 < A=A = Apr1 = - = A\pri—1 < A4y para algin k € N entonces

el problema (4) admite una solucion si y solo si (f,w;) = 0 paratodo j =k, ..., k+1—1,
donde (-, -) denota el producto interno usual en L?(U).

Ejercicio 10. Considerar el problema:
(5) —Au=f en U, u=0 en OU,

donde U C R™ es abierto y acotado con frontera de clase C!. La siguiente es una estrategia
para construir una soluciéon aproximada de (5): Se considera un subespacio de dimensién finita
V C HYU), V = gen{é1,...,¢q}, y se define la solucion aprozimada @ € V como la solucién
del siguiente problema aproximado:

Hallar w € V tal que/Vu-ngbid:U:/fqbidx para todoi=1,...,n,
U U

donde f € L*(U).
1. Probar que @ estéd bien definida, es decir, que existe una tnica solucién del problema
aproximado.
2. Probar que se tiene la siguiente estimacién de error:
llu— ﬂ”Hg(U) < C;g‘f; Ju— UHHOl(U)v

donde C > 0 es una constante que depende tinicamente de V. Este resultado se conoce
como Lema de Céa y establece que la estrategia de aproximacién propuesta da como
resultado la mejor aproximacion que permite el subespacio V.

Ejercicio 11. Considerar el siguiente problema para el operador p-Laplaciano:

(6) —Apju=f en U, u=0 en 9U,
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donde U C R" es abierto y acotado con frontera de clase C1, 1 < p < ooy f € C(U).
El operador p-Laplaciano esta definido como A,u = div(|Vu[P~2Vu) (notar que A, = A si

p=2).
1. Probar que u € C3(U) es soluciéon de (6) si y solo si es solucién de la siguiente formu-
lacion débil para (6):

Hallar u € WyP(U) tal que / \VulP~2Vu - Vodr = / fvdx para toda v e WP (U),
U U

donde f € LY (U),

siendo p’ el exponente conjugado de p.
2. Probar que u € WO1 P(U) es solucion débil de (6) si y s6lo si v minimiza el siguiente
funcional:

1
U WyP(U) — R, \I/(u):/ |Vu|pdx—/fudx.
P Ju U

3. Verificar que VU es estrictamente convexo y deducir que ¥ tiene a lo sumo un minimo.
Concluir que (6) tiene a lo sumo una soluciéon débil.

4. (Este item es solo para quienes tengan conocimiento sobre topologias débiles) Probar
que VU tiene un minimo en VVO1 P(U) y concluir que el problema (6) admite una tnica
solucion.

Sugerencia: Considerar una sucesiéon minimizante, probar que esté acotada y deducir que contiene una
subsucesion débilmente convergente. Usar la semicontinuidad inferior de la norma con respecto a la

convergencia débil para probar que ese limite débil es efectivamente el minimo de V.

Ejercicio 12. Counsiderar el siguiente problema parabélico:
(7) we+Lu=0 en Ux(0,T), u=0 en 09U x (0,T), u=f en U x{0},

donde f € L?(U), L es un operador eliptico como el del Ejercicio 5 y U C R" es abierto y
acotado con frontera de clase C*.

1. Deducir una formulacion débil para (7) y demostrar que si una solucién débil es sufi-
cientemente regular, entonces es una solucion de (7).
2. Probar que existe una solucion débil de (7).
Ejercicio 13. Repetir el Ejercicio 12, ahora para el problema:

uy—Au=0 en U x(0,T), Ohu=0 en OU x (0,7), u=f en U x{0}.



