Ecuaciones Diferenciales A /B — 2° cuatrimestre 2020

ECUACION DE ONDAS

Ejercicio 1.
1. Verificar que el cambio de variables:
E=x+ct, n=ux—ct, v(&,n) = u(x,t) (c>0),

transforma la ecuacion de ondas Opu — 29ypu = 0 en Ognv = 0.
2. Sean g € C?(R) y h € C1(R). Usar el item 1. para deducir la formula de D’Alembert:

1 1 x+ct
u(e.t) = 5 (gl +ct) o —et) + o [ hiy)dy rER >0,
xr—ct
para la solucién del problema:
Ouu(z,t) — 0ppu(z,t) =0 reR, t>0,
u(z,0) = g(z), OJwu(x,0)="h(z) z eR.

Ejercicio 2. Sean g € C?(R), h € CL(R), y sea u € C?(R x [0,00)) la solucién del problema:

Opu(z,t) — Opgu(x,t) =0 reR, t>0,
u(z,0) = g(z) Ow(x,0) =h(z) z €R.
Se definen la energia cinética k y la energia potencial p por:
1 [ 1 [
k(1) = 2/ (Ou(z, 1))? dx, p(t) = 2/ (Oou(z, 1))? dz £ 0.

Probar las siguientes afirmaciones:

1. k4 p es constante.
2. k(t) = p(t) para t suficientemente grande.

Ejercicio 3. Encontrar una férmula explicita para la solucién del siguiente problema:

Opu(x,t) — Opgu(z,t) =0 x>0,t>0,
u(0,t) =0 t>0,
u<x70) = g(l’), atu(x70) = h(l’) T > 07

suponiendo g € C2([0,00)), h € C1([0,00)) ¥ g(0) = h(0) = 0.

Ejercicio 4. Repetir el Ejercicio 3 cambiando la condicién de borde en = = 0 por u(0, - ) = f,
suponiendo g, f € C?([0,00)), h € C([0,0)) y:

£(0) = g(0), f'(0) =h(0), f"(0)=g"(0).
Verificar que la solucion obtenida tiene derivadas de segundo orden continuas, aun sobre la
caracteristica r = t.

Ejercicio 5. Sean g € C3(R3) y h € C?(R?). Probar que la funcién u dada por la férmula de
férmula de Kirchhoff:

m%wzf‘ (9(y) + Va(y)) - (y — z) + thy) S, rERS >0,
OB (x)

define una solucion C?(R3 x [0,00)) del problema:
Opu(x,t) — Au(z,t) =0 zeR3 >0,

u(z,0) = g(z), Jwu(x,0)=nh(z) x € R3.
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Ejercicio 6. Sean g € C3(R3), h € C%(R3), y sea u € C%(R3 x [0,00)) la solucién dada por
la formula de Kirchhofl para el problema:

Opu(z,t) — Au(z,t) =0 reR3 t>0,

u(z,0) = g(z), Jwu(x,0)=h(z) z € R3.

Probar que existe una constante C' > 0 tal que:
C
[uz, )] < — VreR3 t>0.

Ejercicio 7. Sean f, g, h € C(R). Se dice que una funciéon u € L}, (R x (0,00)) es una solucién
débil de:
(1) Opu(x,t) — Oggu(z,t) = f reR, t>0,
@) u(e,0) = g(x),  Byulx,0) = h(z) reR,
si verifica:

/Ow/zu(att(z)_axx¢)dxdt+/z(9¢t('vo)—h¢(‘70))d$=/0m/2f¢dxdt,

para toda ¢ € C2(R?).

Probar que si u € C?(R x [0,00)) es solucion de (1)-(2) entonces u es solucion debil de
(1)-(2). Reciprocamente, probar que si u es una solucion débil de (1)-(2) que pertenece a
C?(R x [0,00)), entonces u es solucién de (1)-(2).

Ejercicio 8. Sea A € R. Encontrar una solucién de la ecuacion:
Ot — Oyt = N2u en R x (0, 00),
de la forma u(z,t) = f(x? — t?) = f(s), donde f(0) = 1, en forma de serie de potencias en s.

Ejercicio 9. Probar que si v es una solucion clésica radial de la ecuacién de ondas en dimen-
sion 3 (es decir, u(z,t) = w(|z|,t), € R3¢ > 0, para alguna w : R x (0,00) — R), se tiene
que existen F'y G tales que

F(lz| —t) + G(|z| + 1)

]

u(z,t) = reR3 t>0.

Ejercicio 10. Utilizar el método de la transformada de Fourier para hallar explicitamente
una solucién del siguiente problema:

Opu(x,t) — Au(x,t)
u(z,0) = g(z), Jwu(x,0)=
donde g € S(R").

xeR"™ t>0,

0
0 x eR",



