Ecuaciones Diferenciales A /B — 2° cuatrimestre 2020

ECUACIONES DE LAPLACE Y DE POISSON

Ejercicio 1. Sea U C R™ abierto. Una funciéon u € C(U) se dice subarmoénica (resp. superar-
monica) en U si para cada bola B CC U y para cada funciéon h armoénica en B que satisface
u<h (u>h)en 0B, se tiene que u < h (u > h) en B.

1. a) (Desigualdad de valor medio). Sea U C R™ abierto. Demostrar que u es subarmoénica
(resp. superarmonica) en U si y sélo si para toda bola B,.(x) CC U se tiene:

u(z) g][ udo (resp. u(x) 2][ udo)
OB, () 0B, (z)

Verificar que se puede reemplazar faBr(x) u do por UCBT(;U) u(y) dy.
b) (Principio débil del maximo). Sea U C R"™ abierto y acotado. Demostrar que si

u € C(U) es subarmonica en U entonces:

max u = max u.
U ou

c¢) (Principio fuerte del maximo). Sea U C R™ abierto, acotado y conexo. Demostrar

que si u € C(U) es subarménica en U y existe 29 € U tal que u(zg) = méxgu
entonces u es constante en U.

Deducir que si v € C(U) es superarmonica en U con v > u en QU entonces v > u
en U ov=u.

d) (Funciones subarménicas suaves). Sea U C R" abierto. Demostrar que u € C?(U)
es subarménica en U si y s6lo si —Au < 0 en U.

2. Sea U C R™ abierto. Demostrar los siguientes resultados:
a) Siug,...,uy son subarmonicas en U entonces también lo es v = méx{uy,...,un}.
b) Si u es armoénica en U y ¢ : R — R es convexa y dos veces derivable entonces
v = ¢ owu es subarménica en U.
¢) Si u es arménica en U entonces v = |[Vu|? es subarmoénica en U.

3. Sean U C R™ abierto y u € C(U) subarmoénica en U. Se define el levantamiento
armdnico v de u en la bola B CC U por:

_fa(x) st xeB,
U(x)_{u(w) si zeU\B,

donde @ es la funcion armonica en B (dada por la integral de Poisson) que satisface
@ = u en 0B. Demostrar que v es subarménica en U.
4. Enunciar y demostrar los correspondientes resultados para funciones superarménicas.
Ejercicio 2. Sea U C R” abierto y acotado.
1. Sea u € C?(U) N C(U) una solucion de:
Au=f en U, u=y sobre 9U.

Demostrar que si f es acotada en U entonces existe una constante C' > 0 tal que:
mixu] <  (mx ol + mix]f]).
U ou U

iDe qué datos depende la constante C7
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2. Sea {uyren C C*(U) N C(U) una sucesion donde cada uy es solucién de:
Au, =0 en U, Uk = gk sobre 0OU.

Demostrar que si gr — ¢ uniformemente en OU para k — oo, entonces existe u €
C?(U) N C(U) armoénica tal que ugp — v uniformemente en U si k — oo.

Ejercicio 3.
1. (Principio de reflexion impar en la bola unitaria). Sean B C R™ la bola unitaria centrada
en el origen y u € C(BT UTy) armoénica en BT tal que u = 0 sobre T'g, donde:

Bt ={x € B:x, >0}, I'py={x € B:x, =0}.

Probar que la funcién U definida por:

Ule) = { wz) s >0,

—u(z', —xn) s xp <O,

es armonica en B. Concluir que u € C*° (BT UTY).

2. Demostrar que existe a lo sumo una solucién acotada de:
Au=f en R, u=gqg sobre OR",
en C%(R%) N C(R: UOR"Y), donde:
RY =={x = (21,...,2,) ER" 12, >0}, OR} :={x=(21,...,2,) €R": 1, = 0}.
iSigue valiendo la unicidad si se elimina la hipotesis de que la solucién sea acotada?

Ejercicio 4.
1. (Estimaciones de las derivadas). Sean U C R", V CC U y u armonica en U. Probar
que existe una constante C' > 0 tal que:

sup [Vl < C'sup [ul,
174 U

y que se puede elegir C' de la forma % para U = Bg(0) y V = Bg/»(0), donde B, (a)

es la bola con radio r y centro a.

2. (Teorema de Liouville). Probar que si u es armoénica y acotada en R™ entonces u es
constante.

3. Demostrar que si u es armoénica en R™ y satisface la siguiente condicién de crecimiento:

lu(z)| < C(1 + |z|F) VzeR",
entonces w es un polinomio de grado a lo sumo k.
Ejercicio 5. Demostrar los siguientes resultados:

1. Sean U C R™ abierto y {uy }ren una sucesion de funciones armonicas en U. Demostrar
que si up — u uniformemente sobre cada subconjunto compacto de U para k — oo,
entonces u es armoénica en U.

2. (Teorema de Harnack de convergencia monoétona). Sean U C R™ abierto y conexo, y
{uk } ken una sucesion de funciones armonicas en U. Probar que si {u }ken €s monotona
entonces {uy }ren converge en todo punto o diverge en todo punto. En el primer caso, la
convergencia es uniforme sobre subconjuntos compactos de U y el limite es una funcion
armoénica en U.
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Ejercicio 6. Demostrar que si u € C?(Bg(0)) N C(Bg(0)) es una funcién armonica y no
negativa entonces:

BB o) BB )
(Rt =) = R e

Ejercicio 7. Sea U C R™ abierto y acotado. Un operador diferencial de la forma:

Lu = — f:a” &Ju—I—Zb )Oju + c(z)u,

,j=1
se dice eliptico si a;j,b;,c € C(U), 4,5 =1,...,n,ylamatriz A = (a;j); j=1,..n es simétrica y
definida positiva para cada x € U.

w(0) Ve By0).

1. (Principio débil del maximo). Suponer ¢ = 0. Demostrar que si u € C?(U) N C(U) es
tal que Lu <0 en U entonces:
MAax u = Max u.
U ou
2. Suponer ¢ > 0 en U. Demostrar que si u € C2(U) N C(U) es tal que Lu < 0 entonces:

maxu < max u+

U oUu

donde u™ = méx{u, 0} es la parte positiva de u. Dar un contraejemplo si ¢ < 0.

3. Suponer ¢ > 0 en U. Demostrar que si u,v € C*(U) N C(U) son tales que Lu = Lv en
Uy u=wven dU entonces u = v en U. Dar un contraejemplo si U no es acotado.

Ejercicio 8. Demostrar los siguientes resultados:

1. (Lema de Hopf). Sea U C R™ abierto. Considerar u € C?(U) N CY(U) y x¢ € OU tales
que:
Au>0 en U, u(zg) >u en U.
Probar que si existe una bola B C U tal que xg € 0B (esto se conoce como la propiedad
de bola tangente interior en xg) entonces dpu(zg) > 0.

2. Usar el lema de Hopf para para probar el principio fuerte del méximo.

Ejercicio 9. Probar que si U C R” es un abierto con frontera de clase C? entonces para todo
xo € OB existe una bola B C R™\ U tal que zp € B (esto se conoce como la propiedad de
bola tangente exterior en zg).

Ejercicio 10. Sea U C R™ abierto tal que para todo xg € QU existe un cono circular finito
K con vértice en zg para el cual K NU = {z0} (esto se conoce como la propiedad del cono
exterior). Probar que el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace en U con dato de
borde continuo admite solucion.

Sugerencia: Probar primero que la ecuaciéon de Laplace es invariante por rototraslaciones y considerar zo = 0.

Luego, buscar una barrera adecuada.



