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MATERIAL COMPLEMENTARIO
TEMA: SOLUCIONES DEBILES

TEOREMA 1 (Teorema de traza, ver [1]).
Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de clase C', y sea 1 < p < oo.
Ezxiste un operador lineal y continuo, denominado operador de traza,

Tr: WhP(U) = LP(0U),

tal que Tr(u) = ulyy, para toda w € C(U)NWLP(U).

DEFINICION 1 (ver [2]).
Sea H un espacio de Hilbert. Una aplicacion B : H x H — R se dice:

1. simétrica, si Blu,v] = Blv,u] para todo u,v € H,

2. bilineal, si Blau + fv,w] = aBlu,w] + fBv,w] y Blu,av + fw] =
aBlu,v] + BB[u,w] para todo o, € R y todo u,v,w € H,

3. continua, si existe C > 0 constante tal que |Bu,v]| < C|lulla|lv|a
para todo u,v € H,

4. coerciva, si existe v > 0 constante tal que Blu,u] > v||u||?; para todo
ue H.

DEFINICION 2 (ver [2]).
Sea H un espacio normado. El espacio dual de H se define como el espacio de
todos los funcionales ¢ : H — R lineales y continuos.

El espacio dual de H se anota como H' y para ¢ € H' se suele anotar ¢(v)
como (p, v).

TEOREMA 2 (Lax-Milgram, ver [2]).

Sea H un espacio de Hilbert y sea B : H x H — R una aplicacion bilineal,
continua y coerciva. Entonces, dado ¢ € H' existe un unico uw € H tal que
Blu,v] = {p,v) para todo v € H.

El teorema de representacién de Riesz es un caso especial del teorema de Lax-
Milgram para el caso en que B es, ademads, simétrica puesto que en tal caso B
define un producto interno en H equivalente al que hace de H un espacio de
Hilbert.
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TEOREMA 3 (Rellich-Kondrachov, ver [1]).
Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de clase C', y sea 1 < p < 0o. Si
{u}ken es una sucesion acotada en WHP(U) entonces existen u € WHP(U) y
{ur, }jen subsucesion de {uy}ren tales que:

1. up, = u en LP(U).

2. |Vull, < liminf |V, [|,.

EJEmPLO 1.
Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de clase C'. Considerar el problema:
—Au=f en U, (1)
Opu+au=g en 9U, (2)

donde a >0, f € C(U) y g € C(9U).

1. Una funcién v € C?(U) N C*(U) es solucién (fuerte) de (I)-(2) si y solo si
satisface la siguiente formulacién débil para (1)-(2):

Hallar v € H'(U) tal que Blu,v] = (F,v) para toda v € H*(U), (3)

donde:
B[u,v]z/Vu-Vvdx—&—a/ Tr(v)Tr(u)dS u,v € HY(U),
U au
(F,v)z/fvdm—i—/ Tr(v)gdS ve HY(U).
U au

A una solucién de (3) la denominamos solucién débil de —. Notar que la
formulacién débil (3)) tiene sentido atin para f € L?(U) y g € L?(9U).

2. Existe una constante C' > 0 tal que:
/ u?dr < C (/ |Vu|2dm+a/ (Tr(u))? dS) Vue H'(U). (4)
U U ou

3. El problema admite una tnica solucién para cualquier f € L?(U) y cual-
quier g € L?(dU). En consecuencia, el problema — admite una unica
solucion débil.

Demostracion.
1. Sea u € C?(U) N C*(U). Suponemos primero que u es solucién de ([1))-(2).

Notar que u € H'(U). Multiplicando por v € HY(U), luego integrando
sobre U y finalmente usando la férmula de Green, se tiene:

/Ufudw: /U(—Au)vdx

= / Vu-Vvdx —/ Tr(v)OpudS.
U U
2
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Luego, como u satisface , obtenemos:

/UVU-Vvdx—I—a/BUTT(U)udS:/vadaz—i—/aUTr(v)gdS. (5)

Notando que T'r(u) = u por ser u continua en U , se tiene que u satisface .

Supongamos ahora que u es solucién de . Primero observamos que si v es
la restriccién a U de una funcién en C°(R™), entonces v € HY(U) N C*(U)
y por lo tanto,

/fvder/ vgdS:/Vu~Vvdx+a/ vudS
U Glog U Glog

= /(—Au)vdm—i—/ vanudS—l—a/ vudS,
U U U

es decir,

/(—Au—f)vdx—l—/ v(Opu + au — g)dS = 0. (6)
U U

Como las restricciones a U de funciones en C°(R") son densas en H(U),
obtenemos (ejercicio):

/(—Au—f)vdx—l—/ Tr(v)(Opu+au—g)dS=0  Yove H(U). (7)
U U

En particular, se tiene:

/(—Au—f)vdx:() Yo e CX(U),
U

ya que Tr(v) = v = 0 para v € C°(U), lo cual implica que —Au = f en
c.t.p. U. Notando que Au y f son continuas en U, sigue que u satisface .
Usando esto junto con @, vemos que

/ v(Opu + au — g)dS =0, (8)
oUu

para toda v € H'(U) y, en particular, para toda v € C'(U). Usando ahora
que C1(U) es denso en C(U) con la norma del supremo, sigue que (8 también
vale para toda v € C(U) (ejercicio). Finalmente, como toda funcién en C(0U)
admite una extensién en C'(U) (teorema de Tietze), se tiene que (8] vale para
cualquier v € C(0U). Entonces, eligiendo v = Opu + au — g, se ve que

/ |Onu + au — g|*dS = 0.
U

Luego, Opu+au = g en c.t.p. QU asi que, por continuidad, u también satisface
®.

Otra forma de ver que se verifica es la siguiente. Supongamos, por el
contrario, que dpu(xo) + au(zg) # g(xo) para algin xg € 9U, por ejemplo,
que Ipu(zo) + au(zg) > g(zo). Como Vu es continuo en U y n es continuo
en OU por ser OU de clase O, se tiene que d,u es continua en OU. Como u

3
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y ¢ también son continuas en OU, deducimos que existe I' C dU, con medida
(n — 1)-dimensional positiva, tal que zg € 'y dau + au > g en I'. Ahora
elegimos v € C1(U) tal que v = 1 en algin I'y C T, con medida (n — 1)-
dimensional positiva, y sop(v) N U C I'. Entonces,

/ v(anquau—g)dS:/v(@nquau—g)dSZ/ (Onu+au—g)dS > 0,
ou r To

contradiciendo que vale (8) para toda v € H'(U). Se llega a la misma con-
clusién si se supone dpu + au < g.

. Supongamos, por el absurdo, que no existe C > 0 de modo que valga .
Entonces existe una sucesion {uy jreny C H*(U) tal que:

1
/ |V |? dac—l—a/ (Tr(ug))?dS < E/ u dx VkeN. (9)
U ou U

Notar que (9) implica ||ug||2 # 0 para cada k € N. Dividiendo miembro a
miembro de (9) por ||ux||3, obtenemos:

1
/ |Vor|? dz + a/ Tr(vg)*dS < — VkeN, (10)
U oU k

donde vy, = ug/||ugl2.
A partir de se tiene que || Vug|l2 < 1/vE para todo k € N, asf que

lim [|Vug|2 = 0. (11)
k—o0
Ademas, como ||Vuglla < 1y |Juk|l2 = 1 para todo k € N, se tiene que {vy }ren

es acotada en H'(U). Entonces, por el teorema de Rellich-Kondrachov, existe
una subsucesion {vg, }jen de {vx}ren tal que:

Vg, =V en L*(U), (12)
[Voll2 < liminf [[Vuy, 2. (13)

De y , deducimos que Vv = (. Notar que entonces equivale a
decir Vug; — Vv en L?(U). Combinando esto tltimo con obtenemos que

Vg, =V en H'Y(U). (14)

A partir de también se tiene que ||Tr(vx)||L2(ov) < 1/k para todo k € N,
por lo cual

Tr(vg,;) — 0 en L*(0U). (15)

Por la continuidad del operador de traza Tr : HY(U) — L?(9U), sigue de
que Tr(vg) — Tr(v) en L?(OU). Combiando esto con obtenemos
que Tr(v) = 0 en OU. Como, ademds, v es constante en cada componente
conexa de U por tener gradiente débil nulo, concluimos que v = 0 en U. Esto
contradice ya que [lvg,|l2 = 1 para todo j € N.
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Nota.

3. Para probar la existencia y unicidad de solucién para con f € L3(U) y

g € L*(dU) usaremos el teorema de Lax-Milgram. Entonces, basta ver que B
es bilineal, continua y coersiva, y que F' es lineal y continuo.

La bilinealidad de B es consecuencia de la linealidad del operador de traza, del
operador gradiente débil y de la integral. En forma similar se ve la linealidad
de F.

Veamos ahora que B es continua. Usando la desigualdad de Holder y la con-
tinuidad del operador de traza, vemos que para u,v € H(U) se tiene:

| Blu, ]| <|[Vull2||[Vvll2 + al|Tr(w)|| 200 | T7(v) | 22 (60
< Vaull2[Vollz + « C? lull g2 @) 1v] g 0
< (14 aC?) lullgr @y 0] 12 0y,

donde C' es la constante de continuidad del operador de traza. Por lo tanto
B es continua. En forma similar se obtiene la continuidad de F'.

Para probar que B es coersiva, razonamos por el absurdo. Suponemos que B
no es coersiva, por lo que existe una sucesién {uy }ren C HY(U) tal que

1
B[U}c7U}c] < E”uk”?’_]l(U) VEkeN. (16)

Notar que, como Blug, ux] > 0, la desigualdad anterior implica ||u|| 10y # 0
para todo k € N. Dividiendo miembro a miembro por Huk”%{l(u) y usando
la bilinealidad de B, obtenemos:

B[vk,vk] < Vke N, (17)

I =

donde v, = up/||ukl gy Combinando con la desigualdad en el
ftem 2, obtenemos que vy — 0 en L?(U). Ademés, como ||[Vui|2 < Bk, vi]
para todo k € N, sigue de que Vv — 0 en L?(U). Por lo tanto, v, — 0
en H'(U). Esto contradice que ||v|| g1y = 1 para todo k € N. Luego B es
coersiva.

. En el item 1 vimos que si u es solucion de — entonces satisface , y que

si u es una solucién débil con suficiente regularidad, entonces u es solucién de
-. Los pasos seguidos en la prueba son los que habitualmente se siguen
para proponer una formulacion débil.

. La aplicaciéon B que aparece en la formulaciéon débil es simétrica. Por lo

tanto, el item 3 también se puede demostrar mediante el Teorema de Riesz
realizando cambios menores sobre la prueba dada (ejercicio).
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TEOREMA 4 (Desigualdad de Poincaré, ver [1]).
Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de clase C', y sea 1 < p < oo.
Eziste una constante C > 0 tal que

[ull, < C IVl Vu e Wy (U).

El mismo resultado vale si U es acotado en al menos una direccién.

Gracias a la desigualdad de Poincaré se tiene que |ull1,, ¥ ||Vul, definen
: 1,p
normas equivalentes en Wy (U).

\

EJEmMPLO 2.
Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de clase C*', y sean w € H*(U,R™) N
L*(U,R") y f € L*(U). Si 1 — div(w) > 0 en U entonces el problema:

—Au+w-Vut+u=Ff en U, (18)
u=0 en 9U, (19)

admite una tinica solucién débil u, la cual estd definida como la tinica solucién de la
siguiente formulacién débil para (18)-(|19):

Hallar v € HY(U) tal que Blu,v] = (F,v) para toda v € H}(U), (20)
donde:
B[u,v]z/Vu-Vvdm—&—/ (w-Vu+u)vde u,v € Hy(U),
U U
(F,v)z/fvdm ve Hy(U).
U

Demostracion. Como la prueba es similar a la hecha en el item 3 del Ejemplo 1, a
continuacién daremos sélo los lineamientos mas generales de la demostracién. Notar
que ahora la aplicacién B no es simétrica, por lo que la demostraciéon no puede hacerse
mediante el Teorema de Riesz (ver Nota al final del Ejemplo 1).

La bilinealidad de B y la linealidad de F son faciles de verificar, al igual que la
continuidad de F'. Usando las desigualdades de Holder y de Poincaré se ve que para
todo u,v € H(U) se verifica:

| Blu, v]| <[Vull2[|Voll2 + [wlleo [Vull2llvll2 + [[ull2]lv]l2
<[ Vull2]|Vollz + Cllwllso [ Vull2l|Voll2 + C2|[Vull2 [ Vol
<1+ Cllwlloe + OOVl gy IVl g 0
siendo C' la constante en la desigualdad de Poincaré. Por lo tanto B es continua. Notar
que hasta ahora no hemos usado la hipdtesis sobre la divergencia de v, pero nos hara

falta a continuacion para probar la coersividad de B.
Sea u € H}(U). Primero escribimos:

/U(w'vu)de:/Ug:l(“wi)axﬂdx.
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Integrando por partes y usando que Tr(u) = 0, obtenemos:

/Z(uwi)amiudm: —/ Zaxi(uwi)Udm
Uizt Ui=1

7/ Z(@xiu)wiudxf/ Z(@mwl)uz dz
Ui=1 Ui=1
= —/(w-Vu)udx—/ u? div(w) dz.

U U

Entonces,

/(w -Vu)udr = — 1/ u? div(w) d.
U 2 Ju

Luego,

Blu,u] = /U |vu\2dz+/U (1 - ;dm(w)> u? d.

Usando que 1 — 1div(v) > 0 en U, obtenemos:

2 _ 2
Bu.u > [ Vuta) o =l

Por lo tanto B es coersiva.

DEFINICION 3 (Operador compacto en un espacio de Hilbert, ver [2]).

Sean H un espacio de Hilbert, Y un espacio normado y A: H — Y un opera-
dor lineal y continuo. Se dice que A es compacto si de toda sucesion acotada
{urtren C H se puede extraer una subsucesion {ug;}jen tal que la sucesion
{Auy, }jen sea convergente. De forma equivalente, A es compacto si Auy — Au
para toda sucesion {ug}reny C H débilmente convergente a u en H.

DEFINICION 4 (Operador autoadjunto, ver [2]).

Sean H un espacio de Hilbert y A : H — H un operador lineal y continuo. Se
dice que A es autoadjunto si (u, Av)g = (Au,v)y para todo u,v € H donde
(v, )m es el producto interno en H.

DEFINICION 5 (Operador positivo, ver [2]).

Sean H un espacio de Hilbert y A : H — H un operador lineal. Se dice que
A es positivo si (Au,u)g > 0 para todo uw € H, u # 0, donde (-, -)g es el
producto interno en H.
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TEOREMA 5 (Descomposicién espectral para operadores compactos y autoad-
juntos, ver [2]).

Sea H un espacio de Hilbert separable y sea A : H — H un operador lineal y
continuo. Si A es compacto y autoadjunto entonces existe una base ortornomal
numerable {pg tnen de H formada por autofunciones de A. Ademds, la sucesidn
de autovalores asociados, digamos {\}ren, tiene las siguientes propiedades:

1. A\ € R para todo k € N.
2. | Ak > |Ak+1| para todo k € N.

8. lim /\k =0.
k—o0

L J

Nota. Sean Hy A : H — H como en el Teorerna y sea {¢k }ren una base ortonormal
o0

de H formada por autofunciones de A. Consideremos u = Zumpk € H, donde

k=1
M
ug = (u, ) g siendo (-, - ) g el producto interno en H. Como u = 1im Zukgok y
M —+o0 P

A es continua, tenemos:

o0 o0
Au = Z upAp = Z Ak UK P
k=1 k=1

Por lo tanto A es diagonalizable, es decir,

Au:Z)\k(u,gok)Htpk Vue H.
k=1

EJEMPLO 3.
Sea A : L?(U) — HY(U) el operador definido por Af = u donde u es la tnica solucién
débil de
—Au=f en U, (21)
Onu + au =0 en OU. (22)

Notar que A estd bien definido por lo hecho en el Ejemplo 1. Valen las siguientes
propiedades:

1. A es lineal y continuo.

2. 10 A es compacto, autoadjunto y positivo, donde ¢ es la inyecciéon canoénica
de HY(U) en L2(U).

Ademés, existen {v }reny C Ry {urtren € HY(U) tales que cada uy, es solucién débil
de:

—Auy, = viuy en U,
Ontr + aug, =0 en OU,
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y se verifican las siguientes propiedades:
1. 0 < vy y v < vpyq para todo k € N

2. lim v, = oo.
k—o0

3. {uk}tren es base de L2(U) y {ux/\/Vk tren es base de H' (U) para el producto
interno B.

Demostracion.
1. Veamos primero que A es lineal, es decir, que:

A(fi + M) = Afi + MAfo Vfi,f2 € L*(U), A€ R.
Consideramos f1, fo € L?>(U), A € R y definimos u; = A(f;) para i = 1,2.
Por definicion de A, se tiene:

B[ui,v]:/ fivdx Yo e HYU).
U
Usando la linealidad de B con respecto a su primer argumento, obtenemos:

Blug +Aug, v] = Blug, v]+ABluz,v] = / (fitAfo)vdx Yo e HY(U).
U

Por lo tanto, A(f1 + Af2) = u1 + Aug. Luego A es lineal.

Veamos ahora que A es continua, es decir, que existe una constante C' > 0
tal que:

JAfllzrwy <Clfle YV feL*U). (23)

Consideramos f € L?(U), definimos u = Af y observamos que:
B[u,v]:/ fodx Vv e HY(U). (24)
U

Eligiendo v = u en , usando la coersividad de B y luego la desigualdad
de Holder, obtenemos:

vy llulli oy < Blu,u] = /Ufudw‘ < A fll2llullz < I fll2llwllm @),

donde ~ es la constante de coersividad de B. Luego (23] se verifica con C' =
-1
~

2. Veamos primero que i o A es compacto. Para ello consideramos una suce-
sién {fi}ren C L?(U) acotada y observamos que {Afx}ren es acotada en
H(U) por la continuidad de A, ver . Entonces, por el teorema de Rellich-
Kondrachov, existe una subsucesion {Afy, }jen de {Afr} que converge en
L?(U). En otras palabras, {(i o A) fx, } jen converge en L?(U). Luego i o A es
compacto.

9
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Para simplificar la notacién de ahora en adelante anotaremos 0 A simplemente
por A. Veamos que A es autoadjunto, es decir, que:

(Afi, fa) = (f1, Afa) Y fi, f2 € L*(U),

donde (-, -) denota el producto interno usual en L?(U). Consideramos fi, f2 €
L?(U), definimos u; = Af, us = Afs y observamos que:

Bluy,v] = (f1,v), Blug,v] = (f2,v) Vv e H'(U),

por definicién de A. Eligiendo v = us en la primera igualdad y v = u; en la
segunda, obtenemos:

Bluy, ug] = (f1,u2), Blug,u1] = (f2,u1).

Como B es simétrica, se tiene (fi,u2) = (fo,u1), es decir, (Afy, fo) =
(f1,Af2). Luego A es autoadjunto.

Veamos finalmente que A es positiva, es decir:

(Af,f)>0  V[feL*U), f+#0.

Por definicién de A, se tiene que B[Af,v] = (f,v) para todo v € L*(U).
Eligiendo v = Af y usando que B es coersiva, obtenemos:

(f, Af) = BIAS, Af] > v [|AF 1 0y
El lado derecho la desigualdad es positivo siempre que Af # 0, es decir,
siempre que f # 0. Luego, A es positivo.

. Como A : L?(U) — L%(U) es lineal, continuo, compacto y autoadjunto, sa-
bemos que existe una base {uy}ren ortonormal de L?(U) formada por au-
tofunciones de A, asociada a autovalores reales {\;}rer con las siguientes
propiedades:

—00

Ademds, como A es positivo, resulta que cada A\, es positivo. En efecto, se
tiene:

0 < (Aug,ur) = (Apur, ue) = Al Jug3,

asi que A\ > 0 para todo k € N.

Como cada wuy, verifica Aug = Apuyg, se tiene:

BlAgug,v] = (ug,v) Vv e HY(U).
Equivalentemente,
Bluy, v] = vi(u,v) Vue H(U), (26)

donde v, = 1/p. Luego, cada wuy, es solucién débil de:

—Auy, =vipuy en U,
Onty, + aug, =0 en OU.

10
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Como cada A es positivo y se tiene (25), deducimos que v; > 0, v, < V41
para todo k € N y que limg_, o v = 0.

Sélo falta probar que {uy/\/Vk}ren es base de H!(U). Primero observamos
que B define un producto interno en H'(U) equivalente al usual, por ser B
simétrica, bilineal, continua y coerciva (ejercicio). A partir de obtenemos:

B[uk, 'LLZ] = Vk(uk,ul) = ukékl Vk,l S N,

ya que {ug}ren es ortonormal en L?. Luego, {ux/\/Vk} es ortonormal en
H(U). Para ver que {ug/\/vx} forma una base de H'(U) basta ver que si
v € HY(U) es ortogonal a cada uy, entonces v = 0. Consideramos entonces
v € L*(U) tal que Blug,v] = 0 para todo k € N y observamos que:

0 = Blug,v] = vi(ug,v),

por lo que (v,ux) = 0 para todo k € N. Como {uy}ren es base de L*(U),
obtenemos que v = 0.
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